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1. Einleitung  

Im Januar 1988 erschien in der Zeitschrift BYTE der Beitrag "A Better Way to Compress 
Images" von Michael Barnsley und Alan Sloan. Mit ihrem neuen Verfahren zur 
Bilddatenkompression sollten durch die Anwendung "mathematischer Methoden der fraktalen 
Geometrie" Kompressionsraten von "10000 : 1 und höher" erzielbar werden. Der Artikel der 
beiden Mathematiker enthielt Beispiele decodierter Bilder, jedoch keine konkreten Angaben, 
auf welche Weise die hochkomprimierenden fraktalen Codes zu bestimmen sind. Die 
Tatsache, daß Barnsley und Sloan kurz zuvor ein eigenes Unternehmen gegründet hatten, 
nährte die Gerüchte, nach denen das neue Bildkompressionsverfahren bestehende Techniken, 
mit denen Kompressionsraten bis ca. 1 : 50 erzielbar sind, deutlich übertreffen könnte. 

Eine erste Ernüchterung setzte im August 1989 ein, als Arnaud Jacquin in seiner von 
Barnsley betreuten Doktorarbeit ein blockorientiertes, automatisiertes Verfahren zur fraktalen 
Codierung von Graustufenbildern vorstellte. Die Kompressionsraten dieses Verfahrens 
blieben mit etwa 16 : 1 deutlich hinter den ersten Ankündigungen zurück. Dennoch löste diese 
Arbeit, aufgrund ihres neuartigen Ansatzes, einen Sturm von Forschungsaktivitäten – unter 
anderem auch die vorliegende Arbeit – aus. 

Viele der von Jacquin in seinem Codierungsansatz gemachten Vorgaben erschienen relativ 
willkürlich gewählt und wenig mit den Erkenntnissen der digitalen Bilddatenverarbeitung und 
der Codierungstheorie abgestimmt. Weiterhin waren bestimmte Effekte der fraktalen Bild-
codierung zunächst noch weitestgehend unverstanden. Diese beiden Tatsachen führten dazu, 
daß man einer besser verstandenen und konzipierten fraktalen Codierung große potentielle 
Möglichkeiten zur effizienten Kompression von Bildern zuschrieb. Die vorliegende Arbeit 
stellt somit einen Beitrag zur Weiterentwicklung und zur Klärung der Leistungsfähigkeit der 
fraktalen Bildcodierung dar. 

 
Diese Arbeit umfaßt eine grundlegende Untersuchung der blockorientierten fraktalen 
Bildcodierung. Ein wichtiger Punkt bestand in der Analyse von fundamentalen Problemen der 
fraktalen Bildcodierung und dem Aufzeigen von geeigneten Lösungsmöglichkeiten. So waren 
fraktale Codierungsverfahren bisher für die qualitativ hochwertige Codierung von Bildern 
ungeeignet. Eine zusätzliche Problematik ergab sich durch die hohen Codierungszeiten und 
die relativ große Fehlerfortpflanzung bei der Decodierung.  

Eine vollständige systematische Analyse gestaltet sich sehr schwierig, da es kaum 
Restriktionen für die theoretisch möglichen Realisierungen eines fraktalen Bildcoders gibt. 
Aufgrund der daraus resultierenden extrem großen Parametervielfalt wurde der fraktale 
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Bildcoder in der vorliegenden Arbeit in elementare Grundbestandteile unterteilt, die 
individuell untersucht und optimiert wurden. Hierbei wurden insbesondere eine 
bitrateneffiziente Übertragung und die Effekte einer Quantisierung der fraktalen 
Transformationsparameter berücksichtigt. 
 
Die Analyse des fraktalen Codierungsprinzips erbrachte zwei Erkenntnisse:  
-  Trotz ihres scheinbar konträren Codierungsansatzes ist die fraktale Codierung sehr stark 

mit bestehenden Codierungstechniken verwandt. Die prädiktive Codierung, die Vektor-
quantisierung und auch die Waveletcodierung können als Spezialfälle der fraktalen 
Codierung angesehen werden (oder umgekehrt). 

-  Infolge der Verwandtschaft der Codierungsprinzipien ergibt sich eine gute Kombinier-
barkeit der fraktalen Codierung mit anderen Codierungstechniken.  

Neue rein fraktale und hybride Coder werden in der vorliegenden Arbeit vorgestellt. Mit 
diesen Codern konnten Ergebnisse erzielt werden, die sowohl gegenüber der klassischen 
fraktalen Codierung nach Jacquin, als auch anderen nicht fraktalen Verfahren, wie 
beispielsweise dem JPEG-Standard, deutlich verbessert waren. Speziell für extrem hohe 
Kompressionsraten bei Bitraten im Bereich von 0,2 bis 0,05 Bit pro Pixel konnten 
Codierungsergebnisse erzielt werden, deren objektive und - in diesem niedrigen 
Bitratenbereich besonders wichtige - subjektive visuelle Qualität im Vergleich zu anderen 
Verfahren recht gut ist. 

 
Die folgende Übersicht faßt kurz den Inhalt der folgenden Kapitel dieser Arbeit zusammen: 

 
Im 2. Kapitel werden sehr kurz die Repräsentation von digitalen Bildern und Grundlagen der 
digitalen Bildcodierung dargestellt. Aufgrund der Ähnlichkeit mit der fraktalen Codierung 
und der Bedeutung für diese Arbeit werden die Prinzipien der Vektorquantisierung und der 
Transformationscodierung erläutert. 

 
Das 3. Kapitel enthält eine Einführung in die fraktale Geometrie. Nach der Klärung der 
Begriffe des Fraktals und der metrischen Räume wird mit den iterierten Funktionensystemen 
die Basis für die fraktale Bildcodierung geschaffen. 

 
Im 4. Kapitel wird das Grundprinzip der blockorientierten fraktalen Codierung von 
Graustufenbildern nach Jacquin beschrieben, welches den Ausgangspunkt der vorliegenden 
Arbeit darstellt. Weiterhin findet sich eine Übersicht über den Bezug zu klassischen 
Codierungstechniken und den Stand der Forschung auf dem Gebiet der fraktalen 
Bildcodierung.  
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Das 5. Kapitel umfaßt eine eingehende Untersuchung der geometrischen Komponente der 
fraktalen Transformationen. Maßnahmen zur Optimierung des geometrischen Codebuch-
entwurfs und der Übertragung der geometrischen Transformationen werden behandelt. 

 
Das 6. Kapitel ist der fraktalen Luminanztransformation gewidmet. Hier werden bestehende 
Verfahren analysiert und Möglichkeiten einer verbesserten fraktalen Approximation durch 
Luminanztransformationen höherer Ordnungen diskutiert. Die fraktale Approximation im 
Frequenzbereich wird vorgestellt. Durch die Vereinigung der fraktalen Codierung mit der 
Transformationscodierung kann eine perfekte (fraktale) Approximation erzielt werden. 

 
Im 7. Kapitel wird die gemeinsame Codierung der geometrischen und Luminanztransforma-
tion untersucht. Ein Schema zur fraktalen Codierung mit Entropieminimierung wird 
eingeführt. Weitere Verbesserungsvorschläge und Modifikationen des fraktalen Codierungs-
prinzips werden dargestellt. Hierdurch lassen sich u. a. eine Reduktion der Fehlerfort-
pflanzung und der Codierungszeit erzielen. 

 
Das 8. Kapitel hat vergleichende Untersuchungen mit anderen aus der Literatur bekannten 
Codierungsverfahren zum Thema. Weiterhin sind Beispiele von codierten Bildern abgebildet.  

 
Das 9. Kapitel enthält eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit. Ein 
Ausblick auf Möglichkeiten zur Weiterentwicklung schließt den Hauptteil der Arbeit ab. 

 
Im Anhang finden sich eine Nomenklatur und ein Abkürzungsverzeichnis, eine Formel-
sammlung sowie das Literaturverzeichnis. 
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2. Grundlagen  

Dieses Kapitel gibt eine kurze Einführung in die Repräsentation und die Grundprinzipien der 
Codierung von digitalen Bildern. Angesichts der großen Ähnlichkeiten mit der fraktalen 
Codierung und der Wichtigkeit für die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Coder wird das 
Konzept der Vektorquantisierung und der Transformationscodierung dargestellt.  
 
 
 
Eine umfassende Einführung in die digitale Bildverarbeitung und die Codierungstheorie ist im 
Rahmen dieser Arbeit nicht möglich. Hierzu sei auf die Fachliteratur von beispielsweise  
[JAIN 1989], [GERSHO und GRAY 1992] und [OHM 1995] verwiesen.  

 

2.1. Codierung von digitalen Bildern 

Digitale Bilder entstehen durch Abtastung und Quantisierung eines analogen Bildsignals. Für 
Graustufenbilder wird hierbei das elektrische Signal, welches den Helligkeitsverlauf 
repräsentiert, in einen Zahlencode umgewandelt. Üblicherweise wird zu diesem Zweck eine 
Pulscodemodulation (PCM) verwendet, welche den Helligkeitsbereich in 256 = 28 

verschiedene Amplitudenstufen einteilt. Ein Bildpunkt bzw. Pixel läßt sich damit durch 8 Bits 
beschreiben. Die Gesamtdatenmenge zur Übertragung bzw. Speicherung eines digitalen 
Graustufenbildes ergibt sich folglich aus dem Produkt aus Zeilen- und Spaltenzahl mal 8 Bit.  

 
Die Grundidee der Bildcodierung besteht darin, die Datenmenge zur Beschreibung eines 
Bildes möglichst stark zu reduzieren, wobei das Bildsignal nicht oder nur wenig verändert 
werden soll. Alle Codierungsverfahren nutzen die Redundanz und / oder die Irrelevanz des zu 
codierenden Signals. Hierbei wird ein Signal als redundant bezeichnet, wenn es sich mit einer 
geringeren Datenmenge beschreiben läßt. Wird nur die Redundanz eines Signals beseitigt, so 
spricht man von einer verlustlosen Codierung1, da das Signal unverändert bzw. unverzerrt 
bleibt. Die besten Methoden der verlustlosen Codierung von natürlichen Graustufenbildern 
erzielen Kompressionsraten im Bereich von Faktor zwei. 

                                                 
1 Englisch: noiseless, lossless oder reversible coding 



 

5 

Werden die Eigenschaften der menschlichen visuellen Wahrnehmung berücksichtigt und 
Abweichungen vom Originalbild in solcher Weise zugelassen, daß die Veränderung des 
Bildsignals irrelevant (d. h. nicht wahrnehmbar) erscheinen, so lassen sich höhere 
Kompressionsraten erzielen. Solche Codierungen werden als verlustbehaftet2 bezeichnet. Für 
Graustufenbilder mit durchschnittlichem Detailgehalt sind gegenwärtig – unter der Vorgabe 
nicht-wahrnehmbarer Verzerrungen – Kompressionsraten im Bereich von ca. 8 bis 20 
möglich. Dies entspricht Bitraten von 1,0 bis 0,4 Bit/Pixel (bit per pixel = bpp). 

Zur Erzielung von extrem hohen Kompressionsraten ist es nötig, auch visuelle 
Veränderungen des Bildes zuzulassen. Die visuelle Wahrnehmbarkeit der Codierungs-
verzerrungen variiert sehr stark mit den individuellen Sehgewohnheiten des Betrachters. 
Abhängig von der Bildqualität werden hierdurch Kompressionsraten von Faktor 20 bis 100 
möglich. Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Bildcodierungsverfahren erzielen 
Kompressionsraten in diesem Bereich. 

Bei verlustbehafteten Codierungen gibt der Codierungsgewinn [JAYANT, NOLL 1984] an, 
inwieweit das Signal-Rausch-Verhältnis (Signal to Noise Ratio = SNR) durch eine Codierung 
im Vergleich zur direkten PCM-Codierung bei gleicher Datenmenge verbessert wird.  

Fast alle Bildcodierungsverfahren erzielen ihren Codierungsgewinn dadurch, daß sie einem 
Bild die örtliche Redundanz durch eine Dekorrelation entziehen. Beispiele hierfür sind die 
prädiktive, die Transformations- und die Subbandcodierung. Die in dieser Arbeit behandelte 
fraktale Bildcodierung nutzt nicht die örtliche Redundanz, sondern die Redundanz zwischen 
unterschiedlichen Auflösungsstufen eines Bildes.  

2.2. Blockorientierte Bildcodierungsverfahren 

Blockorientierte Codierungsverfahren unterteilen ein M'·N' Pixel großes Bild in individuell zu 
codierende kleinere Blöcke der Größe M·N Pixel. Ziel hierbei ist es, innerhalb eines Blocks 
einen möglichst stationären Signalverlauf zu erhalten, der dann eine effizientere Codierung 
ermöglicht als eine individuelle Codierung der Pixel des Bildes. Üblicherweise werden 
quadratische Blöcke der Kantenlängen 4 · 4 bis 32 · 32 Pixel verwendet. Die Wahl der Block-
größe hängt dabei vom Detailgehalt des Bildes ab. Bei gering detaillierten Bildsignalen ist die 
Wahl kleiner Blockgrößen ungünstig, da benachbarte Blöcke häufig noch stark korreliert sind. 
Werden große Blöcke bei hohem Detailgehalt verwendet, so besteht die Gefahr, daß der Sig-
nalverlauf innerhalb der Blöcke nicht-stationär ist. Weiterhin ergeben sich bei bestimmten 
Codierungstechniken, wie z. B. der Vektorquantisierung, Beschränkungen der maximalen 
Blockgröße, bedingt durch die rechnerische Komplexität des Codierungsalgorithmus. 

                                                 
2 Englisch: lossy oder irreversible coding 
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2.2.1. Vektorquantisierung 

Im Gegensatz zur skalaren Quantisierung, bei der für einzelne Signalwerte unabhängig 
voneinander jeweils der beste skalare Rekonstruktionswert des Quantisierers bestimmt wird, 
werden bei der Vektorquantisierung (VQ) jeweils mehrere Abtastwerte (z. B. die Pixel eines 
Bildblocks) gemeinsam quantisiert. Dies erlaubt eine bessere Anpassung des Quantisierers an 
die Statistik des Signals. Abb. 2.1. zeigt das Prinzipbild eines Vektorquantisierers. Für die 
Codierung werden jeweils K Abtastwerte des Signals x(n) zu einem K-dimensionalen Vektor 
x zusammengefaßt. Aus einem Codebuch mit J Codevektoren ist derjenige Vektor yj zu 
bestimmen, der dem zu codierenden Vektor am ähnlichsten ist. Zum Decoder wird nur der 
Index j des besten Codebuchvektors übertragen. Da beim Decoder das gleiche Codebuch 
bekannt ist, gestaltet sich die Decodierung sehr einfach. Der Rekonstruktionsvektor $x  läßt 
sich durch die Ausgabe des Codebuchvektors mit Index j erzeugen.  

Codebuch C
y1
y2
y3

...

yJ

j = arg min[d(x,yi)]
       yi ∈  C

Codebuch C
y1
y2
y3

...

yJ

x xj
x = yj

Coder                                       Decoder

^
^

 

 Abb. 2.1.  Prinzipbild eines Vektorquantisierers 

Die Vektoren x und y lassen sich als Punkte eines K-dimensionalen Raums interpretieren 
(siehe hierzu Kapitel 3.2. Metrische Räume). Der beste Rekonstruktionsvektor yj ist derjenige, 
für den der geometrische Abstand d zum Vektor x minimal ist. 
 
Die Bitrate R pro Abtastwert ergibt sich bei der Vektorquantisierung zu 3  

 
 

[ ]R
J

K
bit=

log2

   (2.1) 

                                                 
3  x bezeichnet die nächstgrößere ganze Zahl größer gleich x:   x ≥ x . 
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Für große Codebücher entsteht ein extremer Rechenaufwand, da für jeden zu codierenden 
Vektor die Distanzen zu allen Codebuchelementen bestimmt werden müssen. 

Für den Entwurf der VQ-Codebücher wird häufig der LBG-Algorithmus nach 
[LINDE, BUZO, GRAY 1980] verwendet. Das Prinzip des LBG-Algorithmus besteht darin, einer 
Folge von Trainingsdaten (Vektoren) einen Satz von Partitionen zuzuordnen. Bei der 
Codierung wird jeder zu einer Partition bzw. einem Cluster gehörende Vektor durch den 
Schwerpunktsvektor dieses Clusters (das Codebuchelement) repräsentiert. Beim 
Codebuchentwurf werden die Partitionen iterativ so verändert, daß die Gesamtverzerrung für 
die Trainingsfolge möglichst klein wird. Die mit diesem Verfahren bestimmten Partitionen 
stellen kein globales Optimum dar, jedoch wird in den meisten Fällen eine gute Repräsen-
tation der zu codierenden Vektoren erzielt, wenn die Trainingsfolge ausreichend groß ist. 

Werden die Codebücher speziell an das zu codierende Signal angepaßt, so ist das 
Codebuch als Nebeninformation zum Empfänger zu übertragen. Die in Kapitel 4 beschriebene 
fraktale Bildcodierung verwendet angepaßte Codebücher, die allerdings nicht zusätzlich zu 
übertragen sind, da sie iterativ beim Decoder rekonstruiert werden können. 

2.2.2. Transformationscodierung 

Die Transformationscodierung stellt die Grundlage von Bildcodierungsstandards wie JPEG 
und MPEG dar. Jeder Bildblock x wird hierbei durch eine Linearkombination orthogonaler 
Basisbilder repräsentiert. Die Transformationskoeffizienten t geben das Gewicht der einzelnen 
Basisbilder an. In Matrixschreibweise läßt sich dieser Zusammenhang wie folgt schreiben: 

 x A t= ⋅  (2.2) 

Bei der Codierung werden die Koeffizienten durch eine inverse Transformation bestimmt: 

 t A x= ⋅−1  (2.3) 

Durch die lineare Transformation wird eine dekorrelierte spektrale Repräsentation des 
Bildsignals erzeugt. Der Codierungsgewinn der Transformationscodierung GTC resultiert aus 
der Energiekonzentration auf wenige Transformationskoeffizienten. Der Codierungsgewinn 
ergibt sich aus dem Verhältnis der arithmetischen und geometrischen Mittelwerte der 
Energien der Transformationskoeffizienten c(u,v) [JAYANT, NOLL 1984]: 
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Die optimale Energiepackungseffizienz wird mit der Karhunen-Loèwe-Transformation (KLT) 
erreicht. In der Praxis wird die KLT jedoch nur selten verwendet, da der rechnerische 
Aufwand sehr hoch ist und die Basisbilder der KLT bildabhängig sind.  

Für praktische Anwendungen wird häufig die Diskrete Cosinus-Transformation (DCT) 
verwendet, für die schnelle Algorithmen zur Berechnung existieren und deren Energie-
packungseffizienz für natürliche Bilder nahezu die der KLT erreicht. Die DCT ist eine reell-
wertige Transformation. Für einen Block f der Größe M·N Pixel lautet die Definition der 2D-
DTC zur Bestimmung der Transformationskoeffizienten F wie folgt: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

F u v
M N

C u C v f m n
m u

M
n v

Nn

N

m

M
, , cos cos= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

+





 ⋅

+







=

−

=

−
∑∑2 2 2 1

2
2 1

20

1

0

1 π π

 (2.5) 

Für die inverse zweidimensionale DCT ergibt sich: 

 
( ) ( ) ( ) ( )
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wobei gilt: 

 

( ) ( )

( ) ( )

C u C v u v

C u C v

, ,

,

= =

=

1
2

0

1

für

sonst.   

 
Im 6. Kapitel wird die zweidimensionale DCT zur Realisierung eines universellen fraktalen 
Approximationsschemas im Frequenzbereich eingesetzt. 
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3. Fraktale Geometrie 

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen der in den folgenden Kapiteln 
beschriebenen fraktalen Bildcodierung dargestellt. Nachdem der Begriff der Fraktale erklärt 
ist, werden metrische Räume beschrieben. Die Einführung von Transformationen in diesen 
metrischen Räumen und ihre iterierte Anwendung führt zu den iterierten Funktionensystemen. 
Schließlich wird das Collage-Theorem vorgestellt, das die Grundlage der fraktalen 
Bildcodierung darstellt.  

 
 
 

Im Rahmen dieser Arbeit ist keine umfassende Darstellung der fraktalen Geometrie möglich. 
Vielmehr soll eine kurze Einführung in die für die fraktale Bildcodierung wichtigen 
Grundlagen geliefert werden.  

3.1. Was sind Fraktale ? 

Der Begriff Fraktal ist nicht eindeutig, da es viele unterschiedliche Bedeutungen und 
Definitionen gibt. Das Wort Fraktal stammt vom lateinischen "frangere" ab, was "brechen" 
bedeutet . Durch diese Wortwahl wird ausgedrückt, daß fraktale Objekte nach Begriffen der 
Geometrie eine gebrochene (nicht ganzzahlige) Dimension besitzen. Die Wissenschaft befaßt 
sich erst seit relativ kurzer Zeit mit Fraktalen, da erst durch den Einsatz von Computern eine 
umfassende Untersuchung und Visualisierung möglich wurde. Die Forschung auf dem Gebiet 
der fraktalen Geometrie wurde im wesentlichen durch Benoît Mandelbrot initiiert, der 1982 
sein Buch "The Fractal Geometry of Nature" veröffentlichte, in dem er mit vielen Beispielen 
die Ähnlichkeiten zwischen Fraktalen und natürlichen Objekten darstellte [MANDELBROT 

1982]. Die fraktale Geometrie ist eine Alternative zur Beschreibung der Natur durch die 
klassische euklidische Geometrie. Letztere verwendet ideale einfache Elemente wie Punkte, 
Linien und Kreise, um komplexe Strukturen zu beschreiben. Die Genauigkeit der Beschrei-
bungen ist durch die Anzahl und die Abmessung dieser Elemente begrenzt. Viele natürliche 
Strukturen können mit diesen idealisierten Elementen nur unzureichend beschrieben werden. 
Die fraktale Geometrie hingegen beschäftigt sich mit Strukturen, die auch bei feinster 
Skalierung einen hohen Grad an Komplexität beibehalten. Die Beziehungen zwischen Teilen 
der zu beschreibenden Struktur wird zur Beschreibung verwendet. Eine Gegenüberstellung 



 

10 

von fraktaler Geometrie und der klassischen euklidischen Geometrie ist in Tabelle 3.1 zu 
finden. Grundlegende Einführungen in die fraktale Geometrie werden unter anderem in den 
Büchern von Peitgen, Saupe und Jürgens [PEITGEN, SAUPE 1989], [PEITGEN, SAUPE, JÜRGENS 
1991] gegeben. Eine Übersicht von wissenschaftlichen Anwendungen der fraktalen Geometrie 
ist in [BRAMMER 1988] zu finden.  

Tabelle 3.1. Vergleich von euklidischer und fraktaler Geometrie 

euklidische Geometrie fraktale Geometrie 

über 2000 Jahre alt ca. 20 Jahre alt 

geeignet zur Beschreibung von Objekten,  
die von Menschen erzeugt wurden 

geeignet zur Beschreibung  
von natürlichen Objekten  

beschreibbar durch eine Formel, 
Grundelemente bestimmter Größe 

rekursiver Algorithmus, 
Skalierungsunabhängigkeit 

Fraktale Bilder sind mathematisch erzeugte Bilder, die jedoch viele Eigenschaften mit Bildern 
von natürlichen Objekten teilen. Als Fraktale werden solche mathematischen Objekte 
bezeichnet, die sich mit den folgenden Eigenschaften teilweise oder vollständig 
charakterisieren lassen. 

•  Natürliche Objekte und Fraktale zeichnen sich dadurch aus, daß sie auch bei sehr starker 
Vergrößerung einen hohen Grad an Komplexität beibehalten. Werden natürliche Objekte 
mit Mitteln der euklidischen Geometrie beschrieben, so reduzieren sich die Formen des 
Objekts bei ausreichender Vergrößerung auf einfache Elemente wie z. B. Linien und 
Punkte.  

•  Fraktale besitzen die Eigenschaft der Selbstähnlichkeit. Hierunter wird verstanden, daß 
Teile eines Fraktals bei unterschiedlichen Größenskalierungen Ähnlichkeiten miteinander 
besitzen, "das Große im Kleinen enthalten ist". Das in Abb. 3.1. gezeigte Sierpinski-
Dreieck ist exakt selbstähnlich; jedes kleinere Teildreieck besteht seinerseits aus 
verkleinerten Versionen des gesamten Dreiecks. Auch in natürlichen Bildern lassen sich 
selbstähnliche Strukturen finden. Ein Baum und seine Äste bzw. ein Farnblatt und ein Teil 
des Blattes sind Beispiele hierfür. Natürliche Bilder sind allerdings niemals exakt 
selbstähnlich.  

•  Eine weitere Eigenschaft von Fraktalen ist ihre einfache algorithmische Beschreibbarkeit. 
So lassen sich durch die wiederholte Anwendung einfacher mathematischer Formeln 
hochkomplexe Bilder erzeugen. 
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 Abb.  3.1.  Drei Beispiele selbstähnlicher Objekte. Bei den Dreiecksstrukturen auf der Muschel sind Ähnlich-
keiten zwischen den Dreiecken unterschiedlicher Größe zu erkennen. In der Mitte ist ein Pascalsches 
Dreieck abgebildet, bei dem die geraden Binomialkoeffizienten weiß und die ungeraden Binomial-
koeffizienten schwarz markiert wurden. Rechts ist ein Sierpinski-Dreieck dargestellt, das z. B. mit 
einem iterierten Funktionensystem entsprechend Abb. 3.5. erzeugt werden kann.  

Eine Möglichkeit zur Erzeugung von fraktalen Bildern liefern die im folgenden Abschnitt be-
schriebenen iterierten Funktionensysteme. Die Idee der fraktalen Bildcodierung besteht darin, 
die einfache algorithmische Beschreibbarkeit der Fraktale zu nutzen und zu versuchen, natür-
liche Bilder durch solche Fraktale zu beschreiben, die den Bildern möglichst ähnlich sind. 

3.2. Metrische Räume 

Um die Prinzipien der fraktalen Bildcodierung darstellen zu können, werden zunächst einige 
Grundlagen der metrischen Räume erläutert. Unter einem Raum wird eine Menge von 
Vektoren verstanden, zu denen Operationen gehören, die auf dieser Menge definiert sind. Die 
Elemente des Raumes werden auch als Punkte des Raumes aus Elementen mit bestimmten 
Eigenschaften bezeichnet. Die Metrik ordnet zwei Punkten x und y des Raums X eine nicht 
negative Zahl d(x, y) eindeutig zu, die den Abstand zwischen diesen Punkten beschreibt und 
folgende Eigenschaften besitzt: 

( )1 0. ,d x y x y= ⇔ =  

( ) ( )2. , ,d dx y y x= Symmetrie  

( ) ( ) ( )3. , , ,d d dx z x y y z≤ + Dreiecksungleichung  (3.1) 

In Vektorräumen wird häufig die l p-Norm verwendet, die einem Vektor x die Zahl || x ||p 
zuordnet mit || x ||p = d(x,0).  
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∑

1

 (3.2) 

Für p = 2 ergibt sich der euklidische Abstand zwischen zwei Punkten x und y: 

 
x y− = −∑2

2x yi i
i  (3.3) 

Ein metrischer Raum ist durch seine (Träger-)Menge X und die verwendete Metrik d 
beschrieben und wird mit (X, d) bezeichnet. Für die einführenden Beispiele wird der Raum 
der zweidimensionalen Vektoren und die euklidische Metrik verwendet. Mit dem Raum der 
binären Bilder, dem Hausdorff-Raum und der Hausdorff-Metrik werden die iterierten 
Funktionensysteme und das die fraktale Bildcodierung begründende Collage-Theorem 
hergeleitet. 

Abb. 3.2. zeigt den Abstand zwischen den ersten zwei Punkten p1 und p2 einer Punktefolge 
in der zweidimensionalen Ebene. Eine Punktefolge (pn) wird als Cauchyfolge bezeichnet, 
wenn für jede Zahl ε > 0 ein Index N = N(ε) existiert, so daß gilt:  

d(pl, pk) < ε   für   l > k > N(ε).  

Diese Folge konvergiert gegen den Grenzwert pf . 

x x

y

y

1 2

2

1

p
1

p
2

d(p ,p )
1 2

pf

x>

^y

p
3

 

 Abb.  3.2.  Euklidischer Abstand d zwischen zwei Punkten p1 und p2 in IR2. 
Konvergenz einer Punktefolge (pn) gegen ihren Grenzwert pf. 
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3.3. Kontraktive Transformationen 

Im folgenden sollen Funktionen bzw. Transformationen in metrischen Räumen  X →→→→ X 
betrachtet werden, die Punkte dieses Raumes auf andere Punkte desselben Raumes abbilden. 
Eine Transformation wird als kontraktiv bezeichnet, wenn sie den Abstand zwischen zwei 
beliebigen Punkten p und q des Raums durch die Transformation τ verringert: 

 ( ) ( )( ) ( )d s d sτ τp q p q, ,≤ ⋅ ≤ <mit 0 1 (3.4) 

Der Faktor s wird als Kontraktivitätsfaktor oder Lipschitzfaktor bezeichnet.  
Die fraktale Bildcodierung verwendet Transformationen, die eine Skalierung bzw. eine 
Translation von Punkten eines Raumes bewirken. Für den Kontraktivitätsfaktor einer skalaren 
Multiplikation bzw. einer Translation folgt für den Raum IR N mit der euklidischen Metrik: 

 

Multiplikation mit Skalar a: Addition eines Translationsvektors b: 

( )

( )

d a a a p a q

a p q

a d

s a

i i
i

N

i i
i

N

⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅

= ⋅ −

= ⋅

⇒ =

=

=

∑

∑

p q

p q

,

,

2

1

2

1

 

( ) ( ) (

( )

d p b q b

p q

d

s

i i i i
i

N

i i
i

N

p b q b

p q

+ + = + − +

= −

=

⇒ =

=

=

∑

∑

,

,

1

2

1

1  
 

Eine Multiplikation mit einem Skalar a ist für |a| < 1 eine kontraktive Transformation. Die 
Translation durch Addition eines Vektors b besitzt einen Kontraktivitätsfaktor von 1, d. h. der 
Abstand zweier beliebiger Punkte wird durch die Addition eines Vektors nicht verändert. 

 
Besteht eine Transformation aus einer Verkettung mehrerer Einzeltransformationen, so ergibt 
sich der resultierende Kontraktivitätsfaktor aus dem Produkt der Einzelkontraktivitäten. Der 
Kontraktivitätsfaktor einer Transformation gibt eine obere Schranke vor, welche die maximal 
mögliche Änderung des Abstands nach der Transformation beschreibt. 
 
Eine affin-lineare Transformation der Form 

 ( )τ p A p b= ⋅ + ,  (3.5) 
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die Punkte aus IR N transformiert, bei der A eine Transformationsmatrix und b einen 
Translationsvektor darstellt, ist dann kontraktiv, wenn die Transformation A⋅p kontraktiv ist. 
Dies ist erfüllt, wenn ||A|| (die Norm der Matrix A) kleiner 1 ist: 

 
A

p
A p

p
=

∈
⋅

<max
IRn

!
1

 (3.6) 

3.4. Iterierte Funktionensysteme 

Die wiederholte Anwendung einer Transformation τ wird als Iterierte bezeichnet und wie 
folgt notiert: 

( )
( ) ( )
( ) ( )( )

τ

τ τ

τ τ τ

o

o

o

0

1

2

p p

p p

p p

=

=

= etc.  

Die durch die iterierte Transformation eines Punktes erzeugte Punktefolge (τ°n(p)) wird als 
Iterationsfolge bezeichnet. Ist diese Folge eine Cauchyfolge mit dem Grenzwert pf , so heißt 
dieser Punkt fester Punkt oder Fixpunkt der Folge, denn  

 
( ) ( )lim

n
n

f f→∞
= =τ τo p p p . (3.7) 

Jede kontraktive Transformation mit s < 1 besitzt genau einen Fixpunkt.  
 

In Abb. 3.3. ist die iterative Anwendung einer kontraktiven affin-linearen Transformation auf 
drei Punkte in IR2 dargestellt. Der Abstand der Punkte nimmt mit jeder Transformation ab. 
Nach einer genügend großen Zahl von Iterationen konvergieren die Folgen gegen ihren 
Fixpunkt pf . 

Da eine kontraktive Transformation einen einzigen Fixpunkt besitzt, ist die Beschreibung 
dieses Fixpunktes pf durch seine Koordinaten bzw. über die Transformationsvorschrift τ 
äquivalent. Die Idee der fraktalen Bildcodierung besteht darin, ein zu codierendes Bild als 
Punkt in einem metrischen Raum zu betrachten, der nicht direkt, sondern als der Fixpunkt 
einer kontraktiven Transformation beschrieben wird. Gelingt es, eine Transformation zu 
bestimmen, deren Iterationsfolge gegen einen Fixpunkt konvergiert, der dem zu codierenden 
Bild entspricht oder ihm nahe ist, dann läßt sich ein Codierungsgewinn erzielen, wenn die 
Parameter der Transformation effizienter beschreibbar sind als das Bild selbst. 
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 Abb.  3.3. Iterierte Anwendung einer kontraktiven affin-linearen Transformation τ auf drei Punkte mit 
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Die Iterationsfolgen konvergieren gegen den Fixpunkt pf. Die Beschreibung des Punkts pf über seine 
Koordinaten oder durch die kontraktive Transformation τ ist äquivalent. Rechts im Bild ist ver-
größert die Beschreibung des Fixpunktes durch die Addition des skalierten, gedrehten Vektors A⋅pf  
und dem Verschiebungsvektor b dargestellt. Diese Transformation läßt den Fixpunkt unverändert. 

So wie für die Beschreibung von Punkten in der zweidimensionalen Ebene der Raum (X, d) 
geeignet ist, wobei für X = IR2 und als Metrik d der euklidische Abstand gewählt wird, so ist 
der Hausdorff-Raum H(X) zur Beschreibung von Binärbildern und Fraktalen geeignet. Ein 
binäres Bild (schwarz und weiß) wird als eine Teilmenge des IR2 gesehen, zu der z. B. alle 
schwarzen Bildpunkte gehören. Der Hausdorff-Raum ist die Menge aller möglichen 
Binärbilder. Als Metrik wird die im folgenden erläuterte Hausdorff-Metrik h verwendet. 
Der Abstand4 d(x,B) eines Punktes x ∈  IR2 von einem "Binärbild" B ∈  H(X) sei mit 

 ( ) ( )( )d dx B x y y B, min ,= ∈:  (3.8) 
gegeben. Der Abstand des Binärbildes C von einem anderen Binärbild B ist wie folgt 
definiert: 

 ( ) ( )( )d dC B x B x C, max ,= ∈:  (3.9) 

                                                 
4  Man beachte, daß hier zur Herleitung der Hausdorff-Metrik der Abstand d nicht als Metrik,  
 sondern als gerichteter Abstand verwendet wird. Die Symmetrieeigenschaft gilt hier nicht. 
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Die Hausdorff-Metrik h schließlich ist als  

 ( ) ( ) ( )h d dB C C B B C, , ,= ∨  (3.10) 

definiert, wobei u ∨  v das Maximum von u und v bedeutet. Die Hausdorff-Metrik ergibt sich 
anschaulich, indem für alle Punkte von C jeweils der Abstand zum nächstgelegenen Punkt aus 
B und für alle Punkte von B der Abstand zum nächstgelegenen Punkt aus C bestimmt wird. 
Das Maximum all dieser Distanzen ist h(B, C). Abb. 3.4. verdeutlicht die Hausdorff-Metrik 
für zwei binäre Bildpaare. 

C C

B B

C

BB

C

h(B,C)

h(B,C)

 

 Abb.  3.4.  Die Hausdorff-Metrik h(B,C) bezeichnet das Maximum aller minimalen Abstände  
von B nach C und von C nach B.  

Eine wichtige Eigenschaft der Hausdorff-Metrik ist mit  

 ( ) ( ) ( )h h hB C D E B D C E∪ ∪ ≤ ∨, , ,  (3.11) 

gegeben. Hieraus ergibt sich, daß eine Vereinigung Τ von N kontraktiven Transformationen τn 
ebenfalls eine kontraktive Transformation für alle B ∈  H(X) ist. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

Τ B B B B B

B

= ∪ ∪ ∪ ∪

=
=

τ τ τ τ

τ

1 2 3

1

L

U

N

n
n

N

 (3.12) 

Der Kontraktivitätsfaktor s dieser Transformation Τ ergibt sich aus dem Maximum der 
Kontraktivitätsfaktoren der Einzeltransformationen τn: 

 ( )s s n Nn= =max ...: 1  (3.13) 
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Ein metrischer Raum mit einer Transformation T, bestehend aus einer Vereinigung mehrerer 
kontraktiver Transformationen τn , wird als iteriertes Funktionensystem (IFS) bezeichnet. Der 
Fixpunkt A dieser iterierten Transformation5, der Attraktor, gehorcht als einziger Punkt der 
Bedingung 

 
( ) ( )A A A= =

=
T τn

n

N

1
U

 (3.14) 
und läßt sich durch 

 
( ) ( )A B B X=

→∞
∈lim

n
nT für alle  o H

 (3.15) 
erzeugen.  

Die Attraktoren der iterierten Funktionensysteme stellen Fraktale dar. Sie erfüllen die in 
Kapitel 3.1. genannten Eigenschaften bezüglich Selbstähnlichkeit, unendlicher Komplexität 
und einfacher algorithmischer Beschreibbarkeit. In den Abbildungen 3.5. und 3.6. ist die 
Konvergenz von iterierten Funktionensystemen dargestellt. Die verwendeten Transforma-
tionen T bestehen aus einer Vereinigung von affin-linearen Transformationen der Form: 

 

( ) ( )

( )

T
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 (3.16) 

 Abb.  3.5.  Die iterierte Anwendung von T erzeugt aus jedem beliebigen Initialbild das Sierpinski-Dreieck.  
 T: n a11  a12  a21 a22  b1  b2 
          
  1 0,5 0 0,5 0 -0,25 -0,25 
  2 0,5 0 0,5 0  0,25 -0,25 
  3 0,5 0 0,5 0  0,0  0,25  

                                                 
5     Eine Transformation, die (3.14) erfüllt, wird auch als Hutchinson Operator bezeichnet [HUTCHINSON 81]. 



 

18 

0 

   
 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

 

... ∞ 

 
 

0 

 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

 

... ∞ 

 
 
 Abb.  3.6.  Konvergenz eines iterierten Funktionensystems für zwei unterschiedliche Initialbilder (0). Nach 

iterierter Anwendung der Transformation T konvergiert jede Iterationsfolge gegen den gleichen 
Fixpunkt bzw. das gleiche Konvergenzbild (∞).   

   T:  n   a11   a12   a21   a22   b1   b2 
          

  1  0,686     0,077  -0,072   0,736     0,00     0,20 
  2  0,300   -0,307   0,280   0,329   -0,13   -0,15 
  3 -0,319      0,359    0,258   0,271     0,14   -0,10 
  4  0,01     -0,000    0,000   0,240   -0,00   -0,30 
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3.5. Das Prinzip der fraktalen Bildcodierung:  
Das inverse Problem der IFS 

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daß eine kontraktive Transformation als Fixpunkt ein 
hochkomplexes Bild besitzen kann. Im Vergleich zu einer pixelweisen Beschreibung eines 
solchen Konvergenzbildes ist die Beschreibung durch die verwendete Transformation extrem 
effizient. So lassen sich beispielsweise die in den Abb. 3.5. und 3.6. dargestellten Konver-
genzbilder unabhängig von ihrer Auflösung mit nur 18 bzw. 24 Zahlen beschreiben.  
 
Dies legt nahe, zu untersuchen, ob auch für andere natürliche Bilder eine Beschreibung mittels 
iterierter Funktionensysteme möglich ist. Für ein zu codierendes (Binär-)Bild muß also 
versucht werden, eine Transformationsvorschrift zu bestimmen, die dieses Bild als Attraktor 
besitzt. Sind zu codierendes Bild und Attraktor identisch, so ist eine verlustlose Codierung 
möglich. Ist der Attraktor dem Bild ähnlich, so stellt dies eine verlustbehaftete Codierung dar. 

Barnsley formulierte 1985 das Collage-Theorem. Das Collage-Theorem ermöglicht eine 
Abschätzung des maximalen Abstandes zwischen zu codierendem Bild und dem Attraktor, 
der sich nach iterierter Anwendung einer Collage ergibt [BARNSLEY et al. 1985]. Eine Collage 
T(R) bezeichnet die Vereinigung mehrerer kontraktiver Transformationen τn des zu approxi-
mierenden Bildes R. 

 
( ) ( )R R R≈ =

=
T τn

n

N

1
U

 (3.17) 

Eine Abschätzung des Abstandes zwischen dem Originalbild R und einem n-mal 
transformierten beliebigen Bild B kann über die Dreiecksungleichung entsprechend Abb. 3.8. 
bestimmt werden: 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
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(3.18) 

Für ein genügend großes n wird der hintere Summand von Gleichung (3.18.) zu Null, da  
s kleiner 1 ist.  
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Für den Abstand des Originalbildes R zum Attraktor A folgt dann: 

 
( ) ( )( )h

s
hR A R R, ,≤

−
⋅1

1
T

 (3.19) 

Nach iterativer Transformation eines beliebigen Bildes ergibt sich ein Attraktor, der sich 
innerhalb einer Kugel um R mit Radius (1-s)-1⋅h(R, T(R)) befindet. Mit dem Collage-Theorem 
ist also eine obere Schranke für den Zuwachs des Abstandes zwischen Original und Collage 
durch die Iteration gegeben.  

 
Der Abstand vom zu codierenden Bild zur Collage kann als Codierungsfehler, der Abstand 
des zu codierenden Bildes zum Attraktor kann als Decodierungsfehler der fraktalen 
Codierung gesehen werden. Das Verhältnis aus Decodierungs- und Codierungsfehler wird als 
Decodierungsfehlerzuwachs bezeichnet. 

R

Τ °n (R)

B

Τ°n (B)

R Τ(R)

B

A

h(R,T(R)).(1-s)-1

 

 Abb.  3.7.  Bestimmung des maximal möglichen Abstandes des Attraktors A vom Originalbild R über 
die Dreiecksungleichung (links). Der Attraktor der kontraktiven Transformation T befindet 
sich innerhalb einer Kugel um R mit Radius (1-s)-1⋅h(R, T(R)) (rechts dargestellt). 

Mit dem Collage-Theorem kann der bei der Decodierung entstehende Fehlerzuwachs 
abgeschätzt werden. Ein geringer Decodierungsfehler ergibt sich durch einen niedrigen 
Codierungsfehler und einen möglichst kleinen Kontraktivitätsfaktor. Ein Algorithmus, auf 
welche Weise eine möglichst gute Collage bestimmt werden kann, ist mit dem Collage-
Theorem jedoch nicht gegeben! 
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Fraktale Codierung von Graustufenbildern 

Die fraktale Codierung von Graustufenbildern ist theoretisch durch eine Erweiterung des 
zuvor beschriebenen Prinzips möglich.  

Hierzu sind zwei unterschiedliche Ansätze möglich. Die erste Möglichkeit besteht darin, 
das iterierte Funktionensystem so zu erweitern, daß jeder Teiltransformation τn ein zusätz-
licher Faktor zugeordnet wird, mit dem die Intensität eines transformierten Bereichs des 
Bildes gewichtet wird. Die Intensitäten des Bildes B nach einer Transformation T(B) ergeben 
sich durch eine additive Überlagerung der gewichteten transformierten Intensitäten des Bildes. 
Abb. 3.8. zeigt ein Beispiel eines Attraktors von vier gewichteten Transformationen.  

 

 Abb.  3.8.  Beispiel eines Attraktors mit gewichteten Teiltransformationen. Die unterschiedlichen Inten-
sitäten entstehen durch gewichtete Überlagerung der transformierten Intensitäten des Bildes. 

Eine weitere Möglichkeit der Darstellung von Graustufenbildern besteht darin, jedem Pixel 
eine Dimension zuzuordnen. Jedes mögliche Graustufenbild der Größe N⋅M Pixel ist dann 
über einen Punkt in diesem N⋅M-dimensionalen Raum repräsentiert. Zur Codierung eines 
beliebigen Bildes muß dann in diesem hochdimensionalen Raum eine Transformations-
vorschrift bestimmt werden, deren Attraktor gegen diesen Punkt bzw. dieses Bild konvergiert. 
 
Bis heute ist kein Algorithmus bekannt, mit dem das inverse Problem der iterierten 
Funktionensysteme – nämlich der Bestimmung einer Collage zu einem beliebigen Bild – 
gelöst werden kann. Selbst die Bestimmung von Transformationen für Attraktoren, die mit 
bekannten iterierten Funktionensystemen erzeugt wurden, konnte bis heute selbst mit sehr 
aufwendigen Methoden wie Simulated-Annealing-Verfahren [BEDFORD et al. 1992] oder 
Momenten-Methoden [VRSCAY 1991a, 1991b], [FORTE, VRSCAY 1994] nicht gelöst werden.  

Durch eine Modifikation der verwendeten Transformationen können Graustufenbilder 
dennoch fraktal codiert werden. Hierzu wird das zu codierende Bild nicht mehr vollständig 
aus sich selbst beschrieben, sondern in Teilbereiche unterteilt, für die individuelle kontraktive 
Transformationen bestimmt werden. In Kapitel 4 findet sich die Beschreibung eines solchen 
blockorientierten fraktalen Codierungsansatzes. 
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4. Das Prinzip der blockorientierten fraktalen 
Bildcodierung 

Dieses Kapitel beschreibt die Grundlagen der fraktalen Codierung von Graustufenbildern. 
Zunächst wird die allgemeine blockorientierte fraktale Approximationsprinzip erläutert und 
der von Jacquin vorgeschlagene Ansatz hierzu vorgestellt. Der Stand der Forschung auf dem 
Gebiet der fraktalen Bildcodierung wird beschrieben. Anschließend werden die Aspekte des 
fraktalen Codierungsansatzes, die in der vorliegenden Arbeit untersucht und weiterentwickelt 
und somit zu neuen Codierungsprinzipien führten, in einer Übersicht dargestellt. 

 
 
 

Die iterierten Funktionensysteme (IFS) und das Collage Theorem bilden die mathematische 
Basis für die fraktale Bildcodierung. Ein automatisierbares Codierungsschema wird durch 
diese Theorien nicht beschrieben. Barnsley war der erste, der IFS zur Bildcodierung einsetzte 
[BARNSLEY 1988a, 1988b], [BARNSLEY, SLOAN 1988]. Er verwendete kontraktive affin-
lineare Transformationen, die jeweils ein gesamtes Bild transformieren. Werden diese 
Transformationen iterativ auf ein beliebiges Initialbild angewendet, so ergeben sich als 
Konvergenzbilder synthetische fraktale Bilder, die teilweise Ähnlichkeiten mit natürlichen 
Strukturen besitzen. Die verwendeten IFS können als fraktaler Code für diese Bilder 
angesehen werden. Wird die Datenmenge des durch Iteration entstandenen Konvergenzbildes 
auf die benötigte Informationsmenge zur Beschreibung der Transformationen des IFS 
bezogen, so ergeben sich außergewöhnlich hohe "Kompressionsraten". Diese Kompressions-
raten lassen sich nach Wunsch steigern, wird die Größe des Konvergenzbildes nur genügend 
groß gewählt. Ankündigungen in einigen der ersten Veröffentlichungen zur fraktalen 
Bildcodierung, die Kompressionsraten für beliebige Bilder von 1:10000 und mehr 
versprachen und die Tatsache, daß bis heute kein Algorithmus zur Bestimmung von IFS für 
beliebige natürliche Bilder gefunden wurde, haben dazu geführt, daß die fraktale 
Bildcodierung zum Teil als unseriös betrachtet wird. 

4.1. Fraktale Approximation von Graustufenbildern 

Ein N⋅M Pixel großes Graustufenbild kann als ein Punkt in einem N⋅M-dimensionalen Raum 
angesehen werden. Die Aufgabe der fraktalen Codierung besteht darin, eine Transformations-
vorschrift in diesem Raum zu finden, die einen Fixpunkt besitzt, der möglichst nahe an dem 
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zu codierenden Bild liegt. Bis heute ist kein Verfahren bekannt, das für ein beliebiges 
natürliches Bild ein IFS bzw. einen Satz von Transformationen bestimmt, welche als Konver-
genzbild das zu codierende Bild besitzt. Da sich in natürlichen Bildern nur begrenzt 
selbstähnliche fraktale Strukturen finden lassen, ist generell zu bezweifeln, ob es jemals 
möglich sein wird, natürliche Bilder mit IFS zu codieren, die jeweils das vollständige Bild 
transformieren.  

Eine Möglichkeit, dieses Problem zu umgehen, ist die von Jacquin 1989 vorgeschlagene 
blockorientierte fraktale Bildcodierung [JACQUIN 1989, 1990a, 1990b, 1992]. Jacquins 
Codierungsansatz stellt die Grundlage aller seither veröffentlichten automatisierten fraktalen 
Bildcodierungsverfahren dar. Dieser Ansatz geht davon aus, daß nicht das gesamte Bild in 
sich selbst enthalten ist, jedoch in Bereichen natürlicher Bilder Strukturen gefunden werden 
können, die sich durch andere, größere Bereiche desselben Bildes beschreiben lassen. Wurde 
zuvor versucht, einen Fixpunkt in einem extrem hochdimensionalen Raum mit solchen Trans-
formationen zu beschreiben, die den gesamten Raum transformieren, so wird durch den block-
weisen Ansatz die Dimension des Approximationsproblems auf die Zahl der Pixel eines 
Blocks reduziert.  

 

Abb.  4.1. Approximationsprinzip der blockorientierten fraktalen Bildcodierung. Das zu codierende 
Bild wird in nichtüberlappende Rangeblöcke f unterteilt, die durch kontraktiv transformierte 
Domainblöcke d approximiert werden. (Dargestellt für zwei Range-Domainblockpaare.) 

Der im folgenden detailliert dargestellte fraktale Blockcoder funktioniert nach folgendem 
Grundprinzip: Das zu codierende Bild wird in nichtüberlappende Blöcke (Rangeblöcke) unter-
teilt, wobei jeder Rangeblock durch eine eigene Transformation approximiert wird, die nicht 
mehr das gesamte Bild, sondern nur einen Teilbereich des Bildes transformiert. Die Art der 
Unterteilung des Bildes wird als Partitionierung bezeichnet. Die Aufgabe der block-
orientierten fraktalen Codierung besteht darin, für jeden Rangeblock eine Transformation 
eines möglichst ähnlichen größeren Blocks desselben Bildes (Domainblock) so zu bestimmen, 
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daß eine gute Approximation des Rangeblocks erzielt wird. Beim blockorientierten Ansatz 
steigt die Zahl der zu übertragenden Transformationsparameter, da pro Rangeblock eine 
Transformation zu beschreiben ist. In Abb. 4.1. ist das blockorientierte Approximations-
prinzip dargestellt. Wird die Partitionierung bzw. die Größe der Rangeblöcke an die 
Komplexität des Bildinhalts angepaßt, so wird eine fraktale Approximation von beliebigen 
Bildern realisierbar. Durch eine Einschränkung der pro Rangeblock zugelassenen Trans-
formationen auf eine endliche Anzahl läßt sich dieses Codierungsschema automatisieren.  

 

4.1.1. Fraktale Blockapproximation durch Transformation von dreidimensionalen Graphen 

Ein digitales Bild R bzw. ein Bildblock f ist eine Funktion zweier diskreter Variablen x, y. 
Wird der Luminanzwert z als Funktion des Ortes (x,y) betrachtet, so kann ein Graustufenbild 
ebenfalls als dreidimensionaler Graph gesehen werden (siehe Abb. 4.2.). Diese Sichtweise ist 
geeignet, um die blockorientierte fraktale Codierung mathematisch darzustellen.  

       

Abb.  4.2. Luminanzverlauf eines Bildes als dreidimensionaler Graph. 

Ein Pixel an der Stelle x, y mit dem Luminanzwert bzw. der Intensität z sei als Vektor 
rx bezeichnet: 

 ( )

rx =
















=
















x
y
z

x
y

x yLuminanz ,  (4.1) 

Die blockorientierte fraktale Codierung bildet Bereiche des dreidimensionalen Graphen auf 
andere Bereiche ab. Zu jedem Rangeblock fi ist eine Transformation τi zu bestimmen, die eine 
möglichst gute Approximation $fi  beschreibt. Die Transformationen τi sind blockweise 
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definiert; dies bedeutet, eine Transformation ist jeweils nur für ihren Wertebereich (den 
xy-Bereich des jeweiligen Rangeblocks) definiert. 

 ( )f f xi i i≈ =$ τ r
 (4.2) 

Wird ein Bild in nichtüberlappende Rangeblöcke fi unterteilt, so ist das Bild R die 
Vereinigung aller einzelnen Blöcke: 

 
R f=

∀
i

i
U

 (4.3) 
Die Vereinigung aller Teiltransformationen für die einzelnen Rangeblöcke stellt den fraktalen 
Code Τ für dieses Bild dar. Die blockweise Approximation des zu codierenden Bildes ist die 
Vereinigung aller Rangeblockapproximationen: 

 
( ) ( )R R f x x≈ = = =

∀ ∀

$ $
i

i
i

i
U U

r rΤ τ
 (4.4) 

Im allgemeinen Fall ist die Art der Transformationen τi nicht festgelegt. Für die fraktale 
Codierung ist es jedoch notwendig, daß alle Transformationen kontraktiv sind. Zur Erzielung 
eines Codierungsgewinns muß der fraktale Code mit einer geringeren Informationsmenge als 
das zu codierende Bild selbst beschreibbar sein.  

4.1.2. Blockapproximationen mittels affin-linearer Transformationen 

Werden keine Einschränkungen über die Form der Transformationen zur Approximation eines 
Rangeblocks gemacht, so ist die Bestimmung einer optimalen Transformation nicht eindeutig 
und rechnerisch nicht lösbar. Da mit der Transformation ähnliche Bildblöcke ineinander 
überführt werden sollen, sind die Skalierung, die Translation (Verschiebung) und 
Orientierungsänderung von Blöcken neben der Helligkeits- und Kontraständerung des 
Luminanzverlaufs eines Blockes wichtige Transformationsbestandteile. Häufig werden daher 
die Transformationen auf affin-lineare Transformationen der folgenden Form beschränkt:  

 ( )τ i i i
r rx A x b= ⋅ +  (4.5) 
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Eine Entkopplung zwischen Orts- und Luminanzvariablen kann erzielt werden, indem die 
allgemeine affin-lineare Transformation auf die folgende Form eingeschränkt wird: 
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Die Transformation τi ist dann eine Verknüpfung zweier unabhängiger Teiltransformationen:  
•  einer geometrischen Transformation γi , bestehend aus einer linearen Abbildung Θ und 

einer örtlichen Translation sowie  
•  einer Luminanztransformation λ i , die eine Skalierung und additive 

Helligkeitsänderung (Offset) der Pixelintensitäten eines Blocks zuläßt. 

( ) ( )τ γ λi i i= ⋅ ⋅o  
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 (4.8) 
Durch die Entkopplung der geometrischen und der Luminanztransformation können diese 
individuell untersucht und optimiert werden. Werden beispielsweise die Art der Verklei-
nerung oder die Form der Domainblöcke verändert, so hat dies keinen Einfluß auf die 
Luminanztransformation. 

 x

z
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g

y

γ

λ

i

i

i

 
 Abb.  4.3.  Approximation eines Rangeblocks fi durch einen kontraktiv transformierten Domainblock d. 

Die geometrische Transformation γ verkleinert den Domainblock und versetzt ihn an die 
Position des Rangeblocks. Die Luminanztransformation λ paßt den dynamischen Verlauf und 
die Helligkeit des verkleinerten Domainblocks g an die Luminanzwerte des Rangeblocks an. 

Dreidimensional kann die Funktionsweise einer Transformation τi wie folgt dargestellt 
werden: Die geometrische Transformation γi verkleinert den Domainblock d und versetzt ihn 
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an die Position des Rangeblocks fi. Die Luminanztransformation λi paßt den dynamischen 
Verlauf und die Helligkeit des verkleinerten Domainblocks g an die Luminanzwerte des 
Rangeblocks an (siehe Abb. 4.3.).  

Durch die Entkopplung der Teiltransformationen sind die Kontraktivitätsbedingungen der 
geometrischen und der Luminanztransformation getrennt formulierbar: 

 

a a
a a

a11 12

21 22
331 1







 < <und

 (4.9) 

Dies bedeutet, daß die lineare Abbildung Θ immer verkleinernd wirken muß und der Kontrast 
des verkleinerten Domainblocks immer verringert werden muß. 

Die Gesamtheit aller zugelassenen Transformationen wird als Transformationspool 
bezeichnet. Für die Codierung eines Rangeblocks ist die beste Transformation aus dem 
Transformationspool zu bestimmen. Dafür wird aus der Menge der Domainblöcke derjenige 
ausgewählt, der verkleinert nach der Luminanzanpassung den geringsten Approximations-
fehler liefert. 

4.1.3. Blockorientierte fraktale Codierung von Graustufenbildern nach Jacquin 

Jacquin schränkt die möglichen affin-linearen Transformationen weiter ein, indem er eine 
quadratische Form der Range- und Domainblöcke sowie einen festen Verkleinerungsfaktor 
von ½ in x- und y-Richtung verwendet. Da mit einem automatisierten Codierungsschema nur 
eine endliche Zahl von möglichen Domainblöcken überprüft werden können, müssen die 
geometrischen Translationen (b1, b2) diskretisiert werden. Daher werden nur Domainblöcke 
an Rasterpunkten des Bildes mit einem Domainblockabstand ∆d zugelassen. Damit reduziert 
sich Gleichung (4.7.) zu 
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Der Skalierungsfaktor und der Helligkeitsoffset seien im folgenden mit a und b bezeichnet. 
Die folgende Abbildung zeigt eine entsprechende Partitionierung eines Bildes und 
verdeutlicht das Approximationsschema. Hierbei bezeichnet  fi,j  einen Rangeblock der Größe 
n⋅n Pixel an der Position  i⋅n , j⋅n. 
Jacquin verwendet Rangeblöcke der Größe 8 ⋅ 8, die in bis zu vier kleinere Rangeblöcke der 
Größe 4 ⋅ 4 Pixel aufgespalten werden, wenn für den größeren Rangeblock keine gute 
Approximation bestimmt werden kann. Um die Codierungskomplexität einzuschränken, 
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werden Range- und die verkleinerten Domainblöcke mittels einer Kantenanalyse in drei 
Klassen unterteilt. Varianzarme Blöcke (Shadeblöcke) werden ausschließlich durch ihren 
Mittelwert approximiert. Blöcke mit homogenen Helligkeitsverläufen (Midrangeblöcke) und 
Blöcke mit Kanten (Edgeblöcke) werden nach beschriebenem Prinzip fraktal codiert, wobei 
für Edgeblöcke neben der einfachen verkleinernden Identitätsabbildung sieben weitere isome-
trische Abbildungen verwendet werden. Tabelle 4.1. zeigt die acht verwendeten Isometrien: 

Tabelle 4.1.  Acht isometrische Transformationen, die die Form eines quadratischen Blocks nicht verändern. 
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Abb. 4.4 zeigt ein mögliches Approximationsschema eines fraktalen Blockcoders nach 
Jacquin. Die Partitionierung der Domainblöcke ist hierbei überlappend gewählt.  

τ i,j

τ0,0
nicht überlappende
Rangeblöcke

überlappende
Domainblöcke

∆d

τ0,1

f0,0 f0,1

fi,j

dl,k

 

  Abb. 4.4.  Alle Rangeblöcke fi,j eines Bildes werden durch transformierte Domainblöcke dl,k desselben  
Bildes approximiert. Das Flächenverhältnis der Range- und Domainblöcke beträgt 1:4. Die 
Partitionierung der Domainblöcke ist überlappend gewählt. 

Details des Codierungsprinzips von Jacquin werden in den folgenden Kapiteln jeweils den aus 
Erweiterungen und Modifikationen entstandenen neuen fraktalen Codern gegenübergestellt. 



 

29 

4.1.5. Decodierung 

Der Decodierungsprozeß der fraktalen Blockcodierung erfolgt iterativ; dies bedeutet, die 
übertragenen kontraktiven Transformationen werden mehrfach nacheinander auf das 
Rekonstruktionsbild im Decoder angewendet. Da das Konvergenzbild der Decodierung 
unabhängig vom Initialbild ist, kann hierfür ein beliebiges Bild gewählt werden, z. B. ein 
einheitlich graues Bild. Beim ersten Schritt der Decodierung wird jeder (Range-)Block des 
Initialbildes entsprechend den übertragenen Transformationsparametern durch einen 
verkleinerten luminanzangepaßten Domainblock desselben Bildes ersetzt. Da die 
Domainblöcke ihrerseits aus mehreren Rangeblöcken bestehen, wird bei der zweiten Iteration 
ein veränderter Bildinhalt transformiert, der dem Konvergenzbild schon ähnlicher ist. Die 
Transformation des Bildes wird solange wiederholt, bis sich das Rekonstruktionsbild und 
somit auch die Domain- bzw. Rangeblöcke nicht mehr verändern.   

Abb. 4.5. zeigt ein Beispiel des Konvergenzverhaltens eines Rekonstruktionsbildes für 
zwei unterschiedliche Initialbilder. Man erkennt, daß das Konvergenzbild unabhängig vom 
Initialbild ist. 

 
Initialbilder 1. Iteration 2. Iteration 3. Iteration 10. Iteration 

Konvergenzbild 

Abb.  4.5.  Konvergenzverhalten des Rekonstruktionsbilds im Decoder.  
Das Konvergenzbild ist unabhängig vom Initialbild. 

Da der fraktale Code nur das Abbildungsprinzip von größeren Domainblöcken auf die kleine-
ren Rangeblöcke beschreibt, aber keine Aussagen über die absoluten Größen dieser Blöcke 
trifft, lassen sich bei der Decodierung Rekonstruktionsbilder beliebiger Größe erzeugen. Im 
Gegensatz zur Teilbandcodierung, bei der sich die möglichen Skalierungsstufen jeweils um 
den Faktor 2 unterscheiden, sind bei der fraktalen Decodierung beliebige Skalierungsfaktoren 
möglich. 
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4.1.6. Blockschaltbild eines fraktalen Blockcoders 

Abb. 4.6. zeigt ein vereinfachtes Blockschaltbild eines fraktalen Blockcoders. Zunächst soll 
nur die prinzipielle Funktionsweise erläutert werden, da die folgenden Kapitel eine 
eingehende Beschreibung und Untersuchung der einzelnen Coderkomponenten enthalten. 

Da alle Domainblöcke vor der Luminanzanpassung auf die Größe der Rangeblöcke 
verkleinert werden, läßt sich das Codierungsprinzip modifiziert darstellen. Die Gesamtheit 
aller verkleinerten Domainblöcke kann als Codebuch angesehen werden. Dieses 
(geometrische) Codebuch wird auch als virtuelles Codebuch bezeichnet, da es nicht zum 
Decoder übertragen werden muß. Beim Decoder wird während der iterativen Decodierung 
gemeinsam mit dem Rekonstruktionsbild eine Rekonstruktion des Codebuchs erzeugt. 
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  Abb.  4.6.  Blockschaltbild eines einfachen fraktalen Blockcoders. Für jeden Rangeblock werden 
ausschließlich die Parameter der geometrischen Transformation γ (der Index des virtuellen 
Codebuchs) und der Luminanztransformation λ (Skalierungsfaktor a und Helligkeitsoffset 
b) zum Decoder übertragen. Ein vollständiges Blockschaltbild eines fraktalen Coders ist in 
Abb. 7.18. dargestellt.  

Die Codierung eines jeden Rangeblocks, d. h. die Wahl des verkleinerten Domainblocks (des 
Codebuchblocks) und der Parameter der Luminanztransformation, erfolgt nach dem Kriterium 
des geringsten quadratischen Approximationsfehlers. Für jeden Rangeblock wird eine 
Transformation bestehend aus den Parametern der geometrischen und der Luminanz-
transformation zum Decoder übertragen. Bei der Decodierung wird entsprechend der 
übertragenden Transformationsparameter eine vorläufige Version des Rekonstruktionsbildes 
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aus luminanztransformierten Codebuchblöcken eines beliebigen Initialcodebuchs erzeugt. 
Durch Verkleinerung dieses Bildes wird eine neue Version dieses Codebuchs erzeugt. Jede 
weitere Iteration mit denselben Transformationsparametern verwendet jeweils eine 
verbesserte Version dieses Codebuchs. Im gleichen Maße wie das iterierte Bild gegen das 
Rekonstruktionsbild konvergiert, konvergiert auch das Codebuch des Decoders gegen eine 
Rekonstruktion des Codebuchs des Coders. 

4.1.7. Mathematische Darstellung der blockorientierten Bildcodierung 

Wird das zu codierendes Bild mit N Pixeln als Vektor x des Raums IR N betrachtet, so läßt sich 
die blockorientierte fraktale Codierung ebenfalls als affin-lineare Abbildung des gesamten 
Bildvektors in Matrixform darstellen.  

Die Collage, d. h. die Codierung der Rangeblöcke des Bildes geschieht in zwei Schritten. 
Eine Dezimierungsmatrix D führt eine örtliche Verkleinerung des Bildvektors x durch, 
wodurch die Dimension dieses Vektors um den Verkleinerungsfaktor m reduziert wird. Dieser 
dezimierte Vektor stellt das virtuelle Codebuch dar, aus dem die Rangeblöcke in einem 
zweiten Schritt codiert werden. 

 $x C D x b= ⋅ ⋅ +  (4.11) 

Dabei beschreibt eine Codierungsmatrix C auf welche Weise der Originalvektor x durch ska-
lierte und um einen Offsetterm b verschobene Teile des Codebuchs approximiert wird (siehe 
Abb. 4.7.). Das Codebuch wiederum ist durch Dezimierung des Originalvektors entstanden. 

RNI RN/mI RNI

 D .x
x x^

xu

 C . D .x + b 

 

Abb.  4.7.  Approximation des Bildvektors x durch Teile des dezimierten Vektors xu. Die 
Codierungsmatrix C beschreibt die Auswahl der Codebuchblöcke und die Parameter der 
Luminanztransformation. (Vergleiche Gleichungen (4.14) und (4.15).) 
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Wird die Partitionierung der Domainblöcke nichtüberlappend gewählt, so ergeben sich, bei 
geeignet gewählter eindimensionaler Indizierung6 der Pixel eines Bildes, die Matrizen C und 
D entsprechend Gleichung (4.12).  
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Mit der Dezimierungsmatrix D mit N Spalten und N/m Zeilen findet eine Dezimierung der 
Abtastwerte des Originalvektors um den Faktor m statt. Die Dezimierungsmatrix ist aus den 
Vektoren h zusammengesetzt, deren Elemente als Koeffizienten eines Filters gesehen werden 
können, mit dem der Vektor x vor der Unterabtastung gefiltert wird. Für eine einfache 
Unterabtastung ohne Filterung bzw. eine Unterabtastung mit Mittelwertbildung ergibt sich: 

 
( )h h= = 


1 0 0 1 1 1

L Lbzw.
m m m  (4.13) 

Die Codierungsmatrix C beschreibt die Wahl der verwendeten Codebuchblöcke und die 
Skalierungsparameter der Luminanztransformation. Die Approximation eines jeden 
Rangeblocks wird über eine Diagonalmatrix ai beschrieben, deren vertikale Position in C die 
Wahl des Codebuchblocks repräsentiert, wogegen die Parameter der Luminanztransformation 
durch die konstanten Werte ai und bi gegeben sind.  

Jede Zeile der Codierungsmatrix C ist mit genau einem Element ai besetzt. Da die Spalten 
dieser Matrix die Wahl der Codebuchblöcke repräsentieren, können diese mehrfach oder gar 
nicht besetzt sein. Wird eine überlappende Partitionierung der Domainblöcke verwendet, so 
läßt sich aufgrund der Pixelindizierung die Approximation der Rangeblöcke nicht mehr durch 
zusammenhängende Diagonalmatrizen ai bzw. zusammenhängende Vektoren bi darstellen.  
Für das Beispiel aus Abb. 4.7. ergibt sich z. B. folgendes Approximationsschema: 
                                                 

6  Ein mögliches Indizierungsschema stellt z. B. der Peano-Scan dar. 
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 (4.14) 

Werden die Codierungsmatrix C und die Dezimierungsmatrix D mit A = C⋅D zusammen-
gefaßt, so ergibt sich für Gleichung (4.14): 
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Allgemein ist die Approximation des Bildvektors durch 

 $x A x b= ⋅ +  (4.16) 

gegeben, wobei A folgender Gestalt ist: 
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Decodierung durch Matrixinversion 

Unter der Voraussetzung der Konvergenz der iterierten Anwendung von Gleichung (4.16) 
genügt der Attraktor als einziger Vektor der Bedingung  

 x A x bf f= ⋅ + . (4.18) 

Daher ist es theoretisch möglich, das Rekonstruktionsbild des Decoders xf nicht-iterativ durch 
die Lösung von Gleichung (4.19) zu bestimmen:  

 ( )x I A bf = − ⋅−1 . (4.19) 

Für praktische Anwendungen ist dies jedoch von geringer Bedeutung, da bis heute kein 
Algorithmus zur effizienten Bestimmung der Inversen für extrem große Matrizen bekannt ist.  

Konvergenz der iterierten Transformation 

Um die Konvergenz der iterierten Abbildung x = A⋅x + b sicherzustellen, muß der Betrag des 
größten Eigenwerts der Matrix A kleiner als 1 sein. Da die Bestimmung der Eigenwerte für 
sehr große Matrizen, wie sie bei der fraktalen Codierung gegeben sind, allerdings ein sehr 
aufwendiges und kompliziertes Verfahren ist, scheidet die Abschätzung der Konvergenz über 
die Eigenwerte in der Praxis aus.  

f1 f2d1 d2

a1 a2
**

***

*

di

 

Abb.  4.8.  Ausschnitt einer möglichen Approximationsvorschrift für zwei Rangeblöcke f1 und f2, die 
beide durch den Domainblock di approximiert werden. Um eine Konvergenz der iterierten 
Transformation sicherzustellen, muß für f1 der Skalierungsfaktor a1 so gewählt werden, daß 
die Gesamtverstärkung des geschlossenen Kreises kleiner 1 ist. Wird der Domainblock d2 
von keinem anderen Rangeblock verwendet, so liegt für f2 kein geschlossener Rück-
kopplungszweig vor, so daß a2 beliebig gewählt werden kann. 
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In Abb. 4.8. ist ein Ausschnitt eines möglichen Approximationsschemas dargestellt, das einen 
festen Verkleinerungsfaktor von 2:1 in x- und y-Richtung und eine nicht überlappende 
Domainblockpartitionierung verwendet. Hierbei ist dargestellt, wie die Rangeblöcke f1 und f2 
durch den Domainblock di approximiert werden. Dieser Domainblock besteht seinerseits aus 
vier Rangeblöcken, die ihrerseits jeweils durch einen Domainblock approximiert werden, der 
wiederum vier Rangeblöcke umfaßt (etc.). Zwei mögliche Abbildungstypen sind für die 
Rangeblöcke zu unterscheiden. Führt der Pfad der Abbildungen eines Rangeblocks (z. B. f1) 
wieder auf sich selbst zurück (siehe ** bzw. *** in Abb. 4.8.), so entstehen geschlossene 
Rückkopplungszweige. Eine Konvergenz der iterierten Transformation kann nur dann erzielt 
werden, wenn der Betrag der Gesamtverstärkung entlang des geschlossenen Kreises kleiner 
als 1 ist. Führt der Abbildungspfad nicht auf den zu approximierenden Rangeblock zurück, so 
kann der Skalierungsfaktor für einen solchen Rangeblock (z. B. f2) beliebig groß gewählt 
werden. 

Werden alle Skalierungsfaktoren ai vom Betrag kleiner 1 gewählt, so ist für ein beliebiges 
Unterabtastungsschema mit  

hi
i

m

=
∑ <

1
1

 

die Konvergenz der iterierten Transformation immer gewährleistet, da die Zeilennorm von A 
dann immer kleiner 1 ist. 

Ein allgemeingültiges Verfahren zur Abschätzung des Konvergenzverhaltens für beliebige 
Matrizen A ist bisher nicht vorgestellt worden. In [LUNDHEIM 1994] wird ein Schema zur 
Bestimmung des Kontraktivitätsfaktors der affin-linearen Abbildung über die spektrale Norm 
bzw. die Hilbert-Norm der Matrix A für ein Codierungsschema mit nichtüberlappender 
Domainblockpartitionierung hergeleitet7. Ist dieser Kontraktivitätsfaktor kleiner 1, so ist die 
iterierte Transformation immer konvergent. Dieses Konvergenzmaß ist jedoch so streng, daß 
es in der Praxis nicht verwendbar ist. Werden z. B. bestimmte Domainblöcke besonders 
häufig zur Approximation verwendetet, so ergibt sich selbst für den Fall, daß alle 
Skalierungsfaktoren vom Betrag kleiner 1 gewählt werden, ein sehr großer 
Kontraktivitätsfaktor, der fälschlicherweise im Sinne eines divergenten Iterationssystems 
interpretiert werden könnte.  

Ein besseres Verfahren wird in [HÜRTGEN, SIMON 1994] vorgestellt, hierbei werden die 
Rückkopplungszweige der Approximationsvorschrift berücksichtigt. Für eine praktische 
Codierung läßt sich dieses Schema dennoch nur schwer einsetzen, da es zum einen sehr 
rechenaufwendig ist und erst nach Bestimmung aller Transformationen festgestellt werden 

                                                 
7  Der Effekt, daß ein fraktaler Code trotz eines Kontraktivitätsfaktors größer 1 konvergieren kann,  
 wird in der Literatur auch als eventuelle Kontraktivität bezeichnet.  
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kann, ob eine Konvergenz gegeben ist. Weiterhin geht auch dieses Schema von einer 
nichtüberlappenden Domainblockpartitionierung aus, was – wie im folgenden gezeigt wird – 
nicht sinnvoll ist. 
Die vorliegende Arbeit behandelt ausschließlich Codierungsschemata, die in allen Fällen eine 
Beschränkung der Skalierungsparameter der Luminanztransformation auf den Bereich  
(-1, 1) vornehmen, daher kann in allen Fällen auf eine Abschätzung der Konvergenz des frak-
talen Codes verzichtet werden. Wie sich gezeigt hat, stellt die Begrenzung der Skalierungs-
faktoren keine große Einschränkung der Leistungsfähigkeit des Codierungsschemas dar. Da in 
der vorliegenden Arbeit eine überlappende Domainblockpartitionierung und eine bessere Tief-
paßfilterung verwendet wird, kann die Konvergenz dieser Transformationen bei beliebigen 
Skalierungsfaktoren ohnehin nicht mit den oben genannten Schemata abgeschätzt werden. 

4.1.8. Interpretation der fraktalen Codierung durch konventionelle Codierungsverfahren 

Die fraktale Codierung läßt sich durch konventionelle Codierungstechniken beschreiben. Die 
jeweiligen Entsprechungen und die für die fraktale Codierung spezifischen Besonderheiten 
werden im folgenden dargestellt. 

Mean-Gain-Shape-Vektorquantisierung 

Die fraktale Blockcodierung entspricht vom Prinzip her einer Mean-Gain-Shape- 
Vektorquantisierung (MGS-VQ), welche den Mittelwert, die Varianz und den dynamischen 
Verlauf eines Vektors bzw. Bildblocks individuell codiert [OEHLER, GRAY 1993]. Im 
Vergleich zur MGS-VQ sind bei der blockweisen fraktalen Codierung jedoch drei 
entscheidende Unterschiede anzumerken: 

•  Das Codebuch wird aus dem zu codierenden Bild erzeugt, es braucht jedoch nicht zum 
Empfänger übertragen zu werden. Im Gegensatz zur Vektorquantisierung kann das 
Codebuch bei der fraktalen Codierung nicht optimiert werden, es ist durch das zu 
codierende Bild vorgegeben. 

•  Um die Kontraktivitätsbedingung nicht zu verletzen, darf der maximale Skalierungsfaktor 
a vom Betrag nicht größer als eins gewählt werden. 

•  Die Decodierung erfolgt iterativ. Das Rekonstruktionsbild wird aus einem approximierten 
Codebuch erzeugt, das sich vom Coder-Codebuch unterscheidet. Daher entsteht ein Fehler-
zuwachs bei der Decodierung; der Rekonstruktionsfehler überschreitet den 
Approximationsfehler, der sich bei der Codierung ergibt.  
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Nicht-kausale Blockprädiktion bzw. Bewegungskompensation im Bild 

Als weitere Interpretationsmöglichkeit kann die fraktale Bildcodierung als nicht-kausale 
Blockprädiktion betrachtet werden. Alle Bildblöcke werden durch luminanztransformierte 
Blöcke desselben Bildes approximiert. Zur Einhaltung der Kontraktivitätsbedingung müssen 
diese Blöcke in örtlicher Richtung verkleinert werden und vom Kontrast abgeschwächt 
werden. Die fraktale Blockcodierung läßt sich auch als "Bewegungskompensation" im Bild 
darstellen. Hierbei werden die Bildblöcke nicht durch bewegungskompensierte Blöcke eines 
Vorgängerbildes beschrieben, sondern aus einer verkleinerten Kopie desselben Bildes. 

Haar-Wavelet-Codierung mit spektraler Prädiktion 

Eine weitere Analogie zur fraktalen Codierung ergibt sich zur Haar-Wavelet-Codierung mit 
Oktavbandzerlegung. Die Verkleinerung der fraktalen Transformation, bestehend aus 
Mittelwertbildung und Unterabtastung, erzeugt im Waveletbereich aus einem Haar-Wavelet 
jeweils gerade das Haar-Wavelet der nächstfeineren Frequenzauflösung. Die fraktale 
Approximation eines Rangeblocks durch einen verkleinerten luminanztransformierten 
Domainblock entspricht im Waveletbereich einer Approximation eines höherfrequenten 
Teilzweiges des Waveletbaums durch einen niederfrequenten Teilzweig. Wenn die 
Approximationen der Codierung grundsätzlich von den niederfrequenten hin zu den 
hochfrequenten Teilzweigen erfolgen, dann liegt ein kausales Codierungssystem vor, was 
keinen Begrenzungen der Skalierungsfaktoren durch die Kontraktivitätsbedingung unterliegt. 
Dies entspricht dem Codebuchentwurf nach Øien (siehe hierzu auch Kapitel 5.4.5.). Die 
Möglichkeit der fraktalen Decodierung, ein Rekonstruktionsbild zu erzeugen, welches größer 
als das Originalbild ist, läßt sich durch die Extrapolation von zusätzlichen höherfrequenten 
Waveletkoeffizienten deuten. 

4.2. Stand der Forschung der blockorientierten fraktalen Bildcodierung 

Der folgende Überblick gibt stichpunktartig eine kurze Zusammenfassung der in der Literatur 
veröffentlichten Weiterentwicklungen der fraktalen Bildcodierung. Im Anschluß ist eine 
Übersicht der in dieser Arbeit untersuchten und neu entwickelten Coderprinzipien dargestellt. 
In den folgenden Kapiteln werden jeweils die in der Literatur vorgeschlagenen Verfahren 
vorgestellt und mit den in dieser Arbeit entwickeln Erweiterungen und Prinzipien verglichen. 
Das bisher beschriebene Verfahren von Jacquin stellt ein Grundgerüst für einen fraktalen 
Bildcoder dar, das bezüglich der Art der Transformationen und der Algorithmen zur 
Bestimmung von geeigneten Transformationen variiert werden kann.  
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Die Hauptthemenkreise der weiteren Forschung auf dem Gebiet der fraktalen Bildcodierung 
lassen sich in folgende Schwerpunkte unterteilen: 

•  Entwicklung einer grundlegenden mathematischen Beschreibung der fraktalen 
Bildcodierung: Darstellung des fraktalen Codierungsprinzips durch Methoden der linearen 
Algebra, Untersuchung der Konvergenz von fraktalen Codes [LUNDHEIM 1992], [ØIEN 
1993], [HÜRTGEN, SIMON 1994]. 

•  Unterschiedliche Partitionierungsschemata: Rangeblöcke mit rechteckigen, dreieckigen 
und adaptiven Quadtree Partitionierungen wurden vorgeschlagen, um eine bessere An-
passung der Rangeblockgrößen und Formen an den Bildinhalt zu ermöglichen [NOVAK 
1993a, -b], [DAVOINE, BERTIN, CHASSERY 1993], [BARTHEL, VOYÉ 1994], [DAVOINE, 
CHASSERY 1994], [FISHER, MENLOVE 1994].   

•  Veränderte Codierungsschemata: Ein Problem stellt die qualitativ hochwertige fraktale 
Codierung dar. Hierzu wurden Erweiterungen der Codebücher um zusätzliche feste Basis-
blöcke vorgeschlagen. Andere Verfahren erweiterten die Luminanztransformationen um 
quadratische und kubische Skalierungen der Pixelintensitäten, auch die Linearkombination 
mehrerer orthogonalisierter Domainblöcke wurde untersucht [MONRO, DUDBRIDGE 1992a], 
[MONRO 1993a], [MURPHY 1993], [ØIEN, LEPSØY 1994], [BARTHEL, VOYÉ 1994], 
[BARTHEL et al. 1994], [GHARAVI-ALKHANSARI, HUANG 1994], [VINES 1993, 1994]. 

•  Reduktion der Rechenkomplexität: Da die fraktale Codierung durch die nötige Bestimmung 
von geeigneten Transformationen für alle Rangeblöcke sehr rechenaufwendig ist, befaßt 
sich ein Großteil der Publikationen mit Verfahren zur Reduktion der Rechenzeit. Hierbei 
wird versucht, die große Menge an zu überprüfenden Transformationen einzuschränken, 
wobei die erzielbare Approximationsqualität möglichst erhalten bleiben soll. Hierzu 
werden beispielsweise Blockklassifikationen und schnelle Suchalgorithmen verwendet. 
Weiterhin gibt es Untersuchungen von Methoden zur schnelleren Decodierung [LEPSØY 

1993], [LEPSØY, ØIEN, RAMSTAD 1993], [BOSS, JACOBS 1994], [MONRO, WOOLEY 1994], 
[SAUPE 1994].  

•  Erweiterung des fraktalen Codierungsprinzips auf ein- und dreidimensionale Daten zur 
fraktalen Audio- und Videocodierung [HAYES, VINES, MAZEL 1991], [LI, NOVAK, FORCH-
HEIMER 1993], [REUSSENS 1993], [FISHER, ROGOVIN, SHEN 1994], [LAZAR, BRUTON 1994], 
[BARTHEL, VOYÉ 1995]. 

•  Vereinigung der fraktalen Codierung mit anderen Codierungsprinzipien wie der 
Vektorquantisierung und der Transformationscodierung [MURPHY 1993], [BARTHEL et al. 
1994]. 
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Da viele der Vorgaben von Jacquins Coder bisher nicht weitgehend genug untersucht worden 
sind, besteht die vorliegende Arbeit zunächst in einer eingehenden Analyse des zuvor 
beschriebenen Prinzips. Die gewonnenen Ergebnisse führten zu Modifikationen des 
blockorientierten fraktalen Codierungsprinzips. Bei den durchgeführten Untersuchungen stand 
im wesentlichen die Steigerung des Codierungsgewinns im Vordergrund. Die folgende Liste 
nennt die Themen der vorliegenden Arbeit, die in den folgenden Kapiteln beschrieben werden. 

••••  Verbesserung der Blockapproximationen  
-  Untersuchung unterschiedlicher Verkleinerungsoperatoren. Hierbei wurde untersucht, 

welche Art der Verkleinerung der Domainblöcke die besten Codierungsergebnisse liefert. 
(Untersuchung von Verkleinerungsfaktor und Tiefpaßfilter.) 

-  Untersuchung des geometrischen Codebuchentwurfs. Die fraktale Approximationsqualität 
steigt bei Vergrößerung des Transformationspools. Eine niederratige Codierung kann 
jedoch nur mit kleinen bzw. mit adaptiv angepaßten Codebuchgrößen erzielt werden. 
Kriterien zum Entwurf geometrischer Codebücher werden entwickelt. (Untersuchung von 
variablen Domainblockformen und geometrischen Suchschemata, Bestimmung einer 
effizienten Adressierung der Domainblöcke.) 

-  Erweiterung der Luminanztransformation zu höheren Ordnungen. Eine universelle 
Luminanztransformation im Frequenzbereich wird vorgestellt. Diese Transformation 
vereinigt die fraktale Codierung mit der Transformationscodierung, daher lassen sich  
Inter- und Intrablockredundanzen des Bildes zur Codierung nutzen.  

••••  Quantisierung und effiziente Codierung der Transformationsparameter  
-  Untersuchung unterschiedlicher Quantisierungsschemata. Methoden zur effizienten 

Quantisierung der fraktalen Transformationsparameter werden beschrieben. 

-  Einführung einer adaptiven klassifizierenden Codierung. Durch eine adaptive Anpassung 
der Transformationen an die zu codierenden Blöcke wird eine Codierung mit variabler 
Bitrate und reduzierter Entropie gegenüber herkömmlichen fraktalen Blockcodern erzielt.  

••••  Verringerung der Fehlerfortpflanzung bei der Decodierung 
-  Lokale Decodierung. Maßnahmen zur Reduktion der Fehlerfortpflanzung und des 

Decodierungsfehlerzuwachses werden vorgestellt. 

••••  Rechenzeitaspekte 
-  beschleunigte Suchverfahren, beschleunigte Decodierung. 
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5. Untersuchungen zur geometrischen Transformation 

Die in diesem Kapitel beschriebenen geometrischen Transformationen umfassen zwei 
Themenkreise. Neben den geometrischen affin-linearen Abbildungen wird die Verkleinerung 
der Domainblöcke auf die Größe der Rangeblöcke behandelt. Beides kann als geometrischer 
Codebuchentwurf interpretiert werden. Da die Erzeugung des geometrischen Codebuchs und 
die Adressierung der Codebuchblöcke von großer Bedeutung für die Effizienz der fraktalen 
Codierung sind, werden unterschiedliche Verkleinerungsoperatoren, beliebige Domainblock-
formen und relative Adressierungsschemata untersucht.  

Der Einfluß des Verkleinerungsfaktors auf Codierungs- und Decodierungsfehler wird 
dargestellt. Durch eine Optimierung des zur Verkleinerung verwendeten Antialiasing-
Tiefpaßfilters kann eine verbesserte Approximation gegenüber der üblicherweise verwendeten 
Verkleinerung mit Mittelwertbildung erzielt werden. Unterschiedliche Partitionierungs-
schemata, mit denen die Rangeblockgröße an den Bildinhalt angepaßt wird, werden 
beschrieben.  

Eine Analyse der Positionen der zur Codierung verwendeten Domainblöcke ergibt eine 
starke statistische Abhängigkeit von der Position des zu codierenden Rangeblocks. Aufgrund 
der starken örtlichen Korrelation von Bildsignalen kann in vielen Fällen schon mit dem 
Domainblock, der den zu codierenden Rangeblock umschließt, eine sehr gute Approximation 
erzielt werden. Dieser Sachverhalt wird anhand ein- und zweidimensionaler Beispielsignale 
erläutert. Aus diesen Ergebnissen und weiteren Untersuchungen der Domainblockabstände 
und -formen wird ein adaptives, klassifizierendes, geometrisches Suchschema entwickelt, mit 
dem die Entropie der geometrischen Transformation gegenüber bestehenden Verfahren stark 
reduziert werden kann. Weiterhin werden Möglichkeiten einer effizienten Codierung der 
geometrischen Transformationen durch Klassifizierungsbilder vorgeschlagen. 

 
 
 

Die fraktale Codierung approximiert Rangeblöcke durch verkleinerte Domainblöcke 
desselben Bildes. Die geometrischen Transformationen beschreiben, auf welche Weise die 
Domainblöcke aus dem Bild erzeugt, auf die Größe der Rangeblöcke verkleinert und somit für 
die Approximation zur Verfügung gestellt werden. Im folgenden wird von einem fraktalen 
Codierungsschema ausgegangen, das entkoppelte Luminanz- und geometrische Trans-
formationen verwendet. Für die Realisierung der geometrischen Transformationen ist eine 
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Vielzahl unterschiedlicher Ansätze denkbar. Mögliche geometrische Transformationen sind 
durch die folgenden Parameter beschreibbar: 

•  Art der Verkleinerung (Unterabtastungsschema und Filterung) 
•  Größe und Form der Rangeblöcke (Partitionierung) 
•  zugelassene Domainblockpositionen im Bild (Suchschema) 
•  Form der Domainblöcke 

Grundsätzlich führt jede Vergrößerung des Transformationspools, d. h. der Menge der 
möglichen Domainblöcke, die zur Approximation der Rangeblöcke zur Verfügung stehen, zu 
einer potentiellen Verbesserung der Approximationsqualität der Rangeblöcke. Hierdurch 
vergrößert sich der rechnerische Codierungsaufwand, da mehr Domainblöcke zu untersuchen 
sind. Da jeder zugelassene Domainblock eindeutig identifiziert werden muß, hat eine 
Vergrößerung des Domainpools auch einen erhöhten Adressierungsaufwand zur Folge. Ziel 
muß daher sein, den geometrischen Transformationspool so einzuschränken, daß gute fraktale 
Approximationen bei minimalem Adressierungsaufwand erzielt werden können. 

Für eine reale Codierung muß die Menge aller möglichen geometrischen Transformationen 
auf eine eindeutig beschreibbare Untermenge eingeschränkt werden. Aufgrund der vielfältigen 
Möglichkeiten zur Realisierung dieser Transformationen ist es schwer, mit einem analytischen 
Ansatz die zur Bildcodierung optimal geeignete Untermenge zu bestimmen. Daher werden in 
diesem Kapitel die empirischen Untersuchungen beschrieben, mit denen geeignete 
geometrische Transformationen bestimmt wurden. 

5.1. Verkleinerungsoperatoren  

Da digitale Bilder ortsdiskret sind, muß bei der Verkleinerung der Domainblöcke auf die 
Größe der Rangeblöcke eine Reduktion der Abtastwerte durchgeführt werden. Hierzu sind 
unterschiedliche Ansätze denkbar. Neben der einfachen Unterabtastung ist die (gewichtete) 
Mittelwertbildung über mehrere Pixel mit folgender Unterabtastung möglich. Wie in Kapitel 
4.1.6 gezeigt wurde, kann bei einer Begrenzung des Betrags der Skalierungsfaktoren der 
Luminanztransformation ai auf Werte kleiner 1 für beliebige Unterabtastungschemata eine 
Konvergenz bei iterierter Anwendung des fraktalen Codes erzielt werden.  

Eine wichtige Frage ist, welche Unterabtastungsmethode die für die fraktale Bildcodierung 
die am besten geeignete ist. Der Kontraktivitätsfaktor des Unterabtastungsoperators läßt sich 
nicht direkt bestimmen, da dieser Faktor nur für metrische Räume gleicher Dimension 
definiert ist, durch die Unterabtastung wird die Dimension jedoch um den 
Unterabtastungsfaktor m reduziert. Um dennoch eine Untersuchung der Unterabtastung zu 
ermöglichen, werde im folgenden der mittlere quadratische Fehler als Abstandsmaß 
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verwendet. Eine Unterabtastung sei als kontraktiv definiert, wenn für zwei beliebige Signale 
bzw. Blöcke p(n) und q(n) gilt: 
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Hierbei wird ein Unterabtastungsschema entsprechend Abb. 5.1. vorausgesetzt. 
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Abb. 5.1. Eindimensionales Verkleinerungsschema bestehend aus Tiefpaßfilterung und Unterabtastung.  

Für ein Signal- bzw. Blockpaar p(n) und q(n) hängt der Kontraktivitätsfaktor s' dieses Ver-
kleinerungsschemas neben der spektralen Leistungsdichteverteilung der Bildblöcke von der 
Art der Verkleinerung ab. Ein Kontraktivitätsfaktor s' = 1 ergibt sich für den Fall, daß p(n) 
und q(n) Gleichanteilssignale sind. Besitzen die Signale Spektralanteile oberhalb von 
Ω€= π/m, so kann der Kontraktivitätsfaktor durch die entstehenden Aliasingterme des gespie-
gelten Spektrums sogar Werte größer 1 annehmen. Durch die Verwendung eines geeigneten 
Antialiasingfilters kann s' jedoch immer auf den Maximalwert von 1 begrenzt werden. Jacquin 
verwendete eine einfache Mittelwertbildung über jeweils vier benachbarte Pixel bei einer 
Unterabtastung von 1:2 in x- und y-Richtung. Grundsätzlich sind auch andere Tiefpaßfilter 
denkbar, solange durch das gespiegelte Spektrum keine Verstärkung erfolgt. Bei einer Ver-
kleinerung um den Faktor zwei muß das Tiefpaßfilter mit der Übertragungsfunktion H(Ω) 
beispielsweise die Bedingung 

 ( ) ( )H HΩ Ω2 2 1+ + ≤π   (5.2) 

erfüllen. Für die Menge der zur Codierung verwendeten Domainblöcke läßt sich ein 
durchschnittlicher Kontraktivitätsfaktor bestimmen. Dieser Wert wird um so niedriger sein, je 
niedriger die Grenzfrequenz des Tiefpaßfilters gewählt wird. Eine starke mittlere 
Kontraktivität ergibt sich also durch eine möglichst tiefe Grenzfrequenz des Antialiasing-
tiefpaßfilters. Eine zu starke Filterung wird jedoch bestehende Ähnlichkeiten zwischen 
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Range- und Domainblöcken verringern. Die nächsten Kapitel untersuchen den Einfluß des 
Verkleinerungsfaktors und der Filtergrenzfrequenz auf die erzielbare fraktale Approxima-
tionsqualität und den Fehlerzuwachs bei der Decodierung. 

5.1.1. Verkleinerungsfaktor 

Ein wichtiger Punkt ist die Wahl des Verkleinerungsfaktors zwischen Domain- und 
Rangeblöcken. Mit geringeren Verkleinerungsfaktoren wird grundsätzlich eine bessere 
Approximationsqualität erzielt, da sich Range- und Domainblöcke ähnlicher werden. Die 
durchschnittliche Kontraktivität der Transformation nimmt bei geringer Verkleinerung jedoch 
ab, was zu einem erhöhten Rekonstruktionsfehlerzuwachs bei der Decodierung führt.  

Im umgekehrten Fall, einer starken Verkleinerung, werden größere Bereiche des Bildes zur 
Beschreibung der Rangeblöcke herangezogen. Es ergibt sich eine stärkere Kontraktivität mit 
geringerem Fehlerzuwachs bei der Decodierung, jedoch wird eine schlechtere Approxima-
tionsqualität erreicht, da die Ähnlichkeiten zwischen Range- und Domainblöcken abnehmen. 

Betrachtet man ausschließlich den Codierungsfehler, so ergibt sich eine theoretisch opti-
male Verkleinerung von 1:1. In diesem Fall wird jeder Rangeblock durch den direkt über ihm 
liegenden Domainblock gleicher Größe beschrieben und der Approximationsfehler ist Null. 
Diese Transformation ist jedoch nicht kontraktiv. Das rekonstruierte Bild entspricht exakt 
dem Initialbild der Decodierung, da die gewählten fraktalen Transformationen ausschließlich 
aus Identitäten bestehen und somit nicht gegen eine fraktale Approximation des zu 
codierenden Bildes konvergieren. 

|Η
(Ω

)|

Ω / π

c b a

 

Abb.  5.2.  Amplitudengänge der Tiefpaßfilter: 
a] Filter mit Grenzfrequenz 2π/3, angepaßt an eine Unterabtastung von 1:1,5 
b] Filter mit Grenzfrequenz 2π/4, angepaßt an eine Unterabtastung von 1:2 
c] Filter mit Grenzfrequenz 2π/5, angepaßt an eine Unterabtastung von 1:2,5 
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Zur Bestimmung des optimalen Verkleinerungsfaktors wurden Bilder mit unterschiedlichen 
Verkleinerungsfaktoren codiert. Die durchgeführten Untersuchungen beinhalten eine 
Variation des Verkleinerungsfaktors im Bereich von 1,4 bis 3 in Zeilen- und Spaltenrichtung. 
Dabei wurden drei Tiefpaßfilter achter Ordnung mit den in Abb. 5.2. dargestellten 
Amplitudengängen verwendet. Die Grenzfrequenzen dieser Filter sind angepaßt an drei vor-
gegebene Verkleinerungen von  1 : 2,5  ,  1 : 2  und  1 : 1,5  und wurden somit zu 2π/5, 2π/4 
und 2π/3 gewählt. 

Die Untersuchung von Verkleinerungsfaktor und Grenzfrequenz des Tiefpaßfilters wurde 
mit den Bildern Lena, Boats und Pond durchgeführt. Die Ergebnisse sind in den folgenden 
Kurven (Abb. 5.3. - 5.5.) dargestellt. In allen Fällen wurde eine Rangeblockgröße von 4 ⋅ 4 
Pixeln verwendet. Die geometrische Codebuchgröße wurde auf 64 zu untersuchende Code-
buchblöcke festgesetzt. Dargestellt sind jeweils der Codierungs- und der Decodierungsfehler 
in Abhängigkeit von der Verkleinerung und der gewählten Tiefpaßfilterung.  

Wie aus den Ergebnissen zu sehen ist, folgen die Fehlerminima der Codierung der jeweils 
verwendeten Tiefpaßfilterung. Da eine schwächere Verkleinerung in einer größeren Ähnlich-
keit der Blöcke resultiert, sind die minimalen Fehler bei Verkleinerungsfaktoren zu finden, die 
etwas unterhalb der jeweiligen Grenzfrequenz liegen. So ergibt sich ein minimaler Fehler bei 
Unterabtastungsfaktoren kleiner 1,4 für ###g = π/1,5 , um 1,7 für ###g = π/2 und schließlich 
im Bereich von 2,4 für Ωg = π/2,5 .  
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Abb.  5.3.  Codierungs- (Cod) und Decodierungsfehler (Dec) in Abhängigkeit vom Verkleinerungsfaktor 
und der Grenzfrequenz der Tiefpaßfilterung; Bild: "Lena". 
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 Abb.  5.4.  Codierungs- (Cod) und Decodierungsfehler (Dec) in Abhängigkeit vom Verkleinerungsfaktor 
und der Grenzfrequenz der Tiefpaßfilterung; Bild: "Boats". 
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Abb.  5.5.  Codierungs- (Cod) und Decodierungsfehler (Dec) in Abhängigkeit vom 
Verkleinerungsfaktor und der Grenzfrequenz der Tiefpaßfilterung; Bild: "Pond". 
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Abb.  5.6.  Relativer Decodierungsfehlerzuwachs in Prozent bezogen auf den Codierungsfehler in 
Abhängigkeit vom Verkleinerungsfaktor und der Tiefpaßfilterung, am Beispiel der  
Codierung des Bildes "Boats". 

Entscheidend sind jedoch die Rekonstruktionsfehler nach der Decodierung. Hierbei zeigt sich 
der bereits erwähnte Effekt, daß eine zu schwache Verkleinerung in einer sehr großen 
Fehlerfortpflanzung resultiert. So ergibt sich bei der geringsten Verkleinerungsstufe ein 
Zuwachs des mittleren quadratischen Fehlers von über 100 % bei allen untersuchen Bildern.  

Für eine Codierung sind das Tiefpaßfilter und der Unterabtastungsfaktor so zu wählen, daß 
sich nach der Decodierung der geringste Rekonstruktionsfehler ergibt. Für alle Bilder liegt das 
Minimum des Decodierungsfehlers bei Unterabtastungsfaktoren von ca. 2 und einem Tiefpaß 
mit einer Grenzfrequenz von π/2. Für andere Rangeblockgrößen bzw. geometrische 
Codebuchgrößen ergeben sich ähnliche Ergebnisse.  

In Abb. 5.6. ist ein Beispiel für den relativen Fehlerzuwachs bei der Decodierung darge-
stellt. Bei einem Unterabtastungsfaktor von zwei beträgt der Decodierungsfehlerzuwachs (die 
relative Erhöhung des Decodierungsfehlers im Bezug zum Codierungsfehler) ca. 20 %. In Ka-
pitel 7 werden Maßnahmen genannt, mit denen dieser Fehlerzuwachs verringert werden kann. 

5.1.2. Wahl des Tiefpaßfilters 

Wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, ergeben sich bei einem festen Verkleinerungsfaktor 
die besten Approximationen für den Faktor zwei in x- und y-Richtung. Jacquins 
Codierungsschema verwendet den gleichen Verkleinerungsfaktor. Die Pixel eines 
Codebuchblocks g(m,n) werden durch Mittelwertbildung über jeweils vier Pixel des 
Domainblocks d an der Position md, nd erzeugt.  
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Eine solche Erzeugung der Codebuchblöcke entspricht einer Tiefpaßfilterung erster Ordnung. 
Durch die folgende Unterabtastung um den Faktor zwei liefern Domainblöcke mit 
Frequenzanteilen oberhalb von π/2 Aliasingfehler, wodurch Ähnlichkeiten zwischen Range- 
und Domainblöcken verringert werden.  
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Abb.  5.7.  Eindimensionale Amplitudengänge  

a) des von Jacquin verwendeten Mittelwertfilters,  
b) eines Antialiasing-Tiefpaßfilters 19. Ordnung und  
c) des verwendeten Antialiasing-Tiefpaßfilters 9. Ordnung.  

Tabelle 5.1.  Filterkoeffizienten der Tiefpaßfilter 

 Mittelwertfilter 
1. Ordnung 

nach Jacquin (a) 

 
9. Ordnung (c) 

 

 
19. Ordnung (b) 

 
n 

Filterkoeffizienten 
h(n) / h(-n+1) 

1   0,5     0,33839     0,338978 
2     0,21339     0,198861 
3     0,03661      0,0335044 
4   - 0,05714  - 0,0480504 
5   - 0,03125  - 0,0380132 
6    - 0,0015520 
7      0,0123764 
8      0,00607727 
9    - 0,00073626 

10    - 0,00259629 
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Die Untersuchung unterschiedlicher separierbarer linearphasiger Antialiasing-Filter erbrachte 
zwei Ergebnisse: Eine Dämpfung der Aliasingkomponenten oberhalb von π/2 führt grund-
sätzlich zu einer verbesserten Approximation. Weiterhin zeigte sich, daß die besten Approxi-
mationsergebnisse nicht mit steilflankigen Tiefpaßfiltern erzielt wurden, sondern mit Filtern, 
die bereits ab Frequenzen von etwa π/4 das Bildsignal dämpfen. Dies läßt sich dadurch 
erklären, daß dünne Strukturen wie Linien durch die starke Tiefpaßfilterung verbreitert wer-
den und somit auch nach der Unterabtastung teilweise erhalten bleiben. Abb. 5.7. vergleicht 
die Amplitudengänge des üblicherweise verwendeten Mittelwertfilters a) und zweier 
Antialiasing-Filter b) und c). Aus Komplexitätsgründen wurde in den folgenden Untersuchun-
gen ein Filter neunter Ordnung c) verwendet. Tabelle 5.1. zeigt die Filterkoeffizienten der 
Filter. 

5.2. Partitionierungsschemata  

 Für eine niederratige Codierung ist die Gesamtzahl der fraktalen Transformationsvorschriften 
zur Beschreibung eines Bildes so gering wie möglich zu halten. Dieses wird durch die 
Verwendung von möglichst großen Rangeblöcken erreicht. Die Qualität der fraktalen 
Approximation nimmt mit steigender Rangeblockgröße jedoch ab, da für große Rangeblöcke 
die Wahrscheinlichkeit, einen ähnlichen größeren Domainblock zu finden, immer geringer 
wird. Eine Möglichkeit, die Anzahl der Transformationen bei guter Approximationsqualität 
klein zu halten, besteht im Einsatz von blockhierarchischen Codierungsschemata. Diese 
verwenden eine Partitionierung, die das zu codierenden Bild in Rangeblöcke unterschiedlicher 
Größen unterteilt.  

5.2.1. Quadtreezerlegung 

Eine Quadtreezerlegung eines Bildes beschreibt eine Unterteilung eines Bildes in quadratische 
Blöcke unterschiedlicher Größen [SAMET 1984]. Die Beschreibung beginnt auf der Ebene der 
größtmöglichen Blöcke und endet auf der Ebene der kleinsten Blöcke. Für jeden Block wird 
nach einem Kriterium (z. B. dem Approximationsfehler) entschieden, ob dieser Block 
beibehalten wird oder in vier kleinere Blöcke der halben Kantenlänge unterteilt wird. Diese 
Prozedur wird für die Blöcke der nächsten Ebene fortgesetzt, bis die Ebene der kleinsten 
Blockgröße erreicht ist. Die gesamte Unterteilung läßt sich effizient mit einem Quadtreecode 
beschreiben, der die Unterteilung in Form einer hierarchischen Baumstruktur beschreibt. Für 
jeden Knoten dieses Baums läßt sich mit einem Bit beschreiben, ob dieser Block unterteilt 
wird oder nicht, d. h. Endknoten ist.  
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Neben der Quadtreezerlegung, die einen Block entweder vollständig oder gar nicht unterteilt, 
wird häufig auch die modifizierte Quadtreezerlegung verwendet, die eine teilweise 
Unterteilung eines Blocks in ein bis vier kleinere Unterblöcke zuläßt (siehe auch 
Kapitel 7.4.2). Da zwölf unterschiedliche Unterteilungen eines Blocks möglich sind, muß die 
Beschreibung der Aufteilung mit mehreren Bits erfolgen. Der Einsatz der modifizierten 
Quadtreezerlegung ist für die fraktale Blockcodierung sinnvoll, da die Gesamtzahl der 
Transformationsparameter möglichst gering gehalten werden muß. In Abb. 5.8. ist eine 
Aufteilung mit der normalen und der modifizierten Quadtreezerlegung dargestellt. 
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Abb.  5.8.  Quadtreezerlegung eines Bildes (oben). Im Quadtreecode wird für jeden Knoten mit einem 
Bit beschrieben, ob der Block beibehalten wird, oder vollständig unterteilt wird.  
Bei der modifizierten Quadtreezerlegung (unten) sind auch variable Unterteilungen möglich, 
jedoch werden pro Knoten vier Bits zur Beschreibung der Aufteilung benötigt.  

5.2.2. Weitere Partitionierungsschemata 

Fisher schlug ein Partitionierungsschema (HV-Partitionierung) mit rechteckigen Range-
blöcken vor [FISHER, MENLOVE 1994]. Hierbei werden rechteckige Rangeblöcke beliebiger 
Größe jeweils in zwei kleinere Rechtecke unterteilt. Bedingt durch eine variable Orientierung 
und Position der Unterteilung entstehen zusätzlich zu übertragende Nebeninformationen. Eine 
Bintree-Partitionierung umgeht diesen Nachteil. Mit einem Bit wird unterschieden, ob ein 
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Block in zwei kleinere Blöcke der halben Größe aufgeteilt wird oder nicht. Bei einer 
Aufteilung entstehen abwechselnd quadratische und rechteckige Blöcke. Novak und Davoine 
verwendeten dreieckige Rangeblockformen [NOVAK 1993a, -b], [DAVOINE, BERTIN, 
CHASSERY 1993], [DAVOINE, CHASSERY 1994]. Dreiecke können gut an Kantenstrukturen von 
Bildern angepaßt werden, besitzen jedoch den Nachteil relativ großer Distanzen innerhalb 
eines Blocks, wodurch die Pixelintensitäten des Blocks weniger stark korreliert sind. Abb. 5.9. 
zeigt unterschiedliche Rangeblockpartitionierungen des Bildes "Lena". 

       
 Quadtree*  modifizierte Quadtreezerlegung 

         
 HV-Partitionierung*  Dreieckspartitionierung* 

Abb.  5.9.  Unterschiedliche Rangeblockpartitionierungen des Bildes Lena.  
(* Quelle: [FISHER, SHEN, ROGOVIN 1994] ) 

Generell ist die Verwendung von möglichst kompakten Blockformen, wie z. B. Sechsecken 
sinnvoll, bei denen alle Pixel möglichst nah beieinander liegen und daher maximal korreliert 
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sind. Ein sinnvoller Ansatz wäre die Verwendung von Rangeblöcken in Form von Objekten 
des Bildes. Geeignete Segmentierungen sind jedoch nicht leicht zu bestimmen. Ein weiteres 
Problem besteht in der effizienten Codierung der dann beliebigen Blockformen. Daher wurden 
objektorientierte fraktale Codierungsansätze bisher nicht verfolgt.  

Um die grundlegenden Eigenschaften der geometrischen Transformationen besser be-
schreiben zu können, behandeln die folgenden Kapitel quadratische Rangeblöcke. Die darge-
stellten Ergebnisse lassen sich jedoch auf beliebige Rangeblockformen übertragen. 

5.3. Das Konzept des virtuellen Codebuchs 

Da Rangeblöcke durch verkleinerte Domainblöcke approximiert werden, ist es sinnvoll, diese 
Verkleinerung nur einmal auszuführen. Die verkleinerten Domainblöcke können dann als 
Elemente eines (geometrischen) Codebuchs betrachtet werden; sie werden als Codebuch-
blöcke bezeichnet. Der Index eines Codebuchblocks ist somit äquivalent zur Beschreibung 
einer geometrischen Transformation. Dieses Codebuch wird auch als virtuelles Codebuch 
bezeichnet, da es, im Gegensatz zur Vektorquantisierung, dem Empfänger nicht bekannt zu 
sein braucht; es wird gemeinsam mit dem decodierten Bild im Empfänger rekonstruiert. Die 
Approximation eines Rangeblocks durch einen luminanztransformierten Block des virtuellen 
Codebuchs ist in Abb. 5.10. dargestellt. 
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Abb.  5.10.  Blockorientiertes fraktales Codierungsschema. Approximation eines Rangeblocks durch einen luminanz-
transformierten (λ) Codebuchblock des virtuellen Codebuchs (γ). (Vergleiche Abb. 4.3. und 4.4.) 

In Abb. 5.11. ist ein Bild a) und seine Unterteilung in Rangeblöcke b) dargestellt. Wird ein 
Domainblockabstand der halben Rangeblockkantenlänge gewählt, so ergibt sich nach Ver-
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kleinerung der Domainblöcke das dargestellte virtuelle (geometrische) Codebuch c). Auf-
grund der starken Überlappung der Domainblöcke übersteigt die Zahl der Codebuchblöcke die 
Zahl der Rangeblöcke. Zwei wichtige Aspekte sind in diesem Beispiel zu erkennen: 

•  Trotz der Verkleinerung der Domainblöcke sind die Codebuchblöcke von ihrer Charakte-
ristik den Rangeblöcken sehr ähnlich. Dies deutet auf eine generelle gute Eignung des geo-
metrischen Codebuchs hin. Für Rangeblöcke mit homogenem Luminanzverlauf oder 
Kanten lassen sich Codebuchblöcke ähnlicher Struktur finden. Feine Texturen und dünne 
Linien werden durch die Verkleinerung verändert und sind somit schwerer zu 
approximieren. 

•  Codebuchblöcke mit starken Ähnlichkeiten zu Rangeblöcken sind häufig nahe den 
Positionen zu finden, die den jeweiligen Rangeblockpositionen im Bild entsprechen.  

 

 

 

 

 

 

 
 

a) b) c) 

Abb.  5.11. Ein Bild a) aufgeteilt in Rangeblöcke b) und das zugehörige "geometrische" Codebuch c), entstanden 
aus den um Faktor zwei verkleinerten Domainblöcken. Die Range- und Codebuchblockgröße beträgt 
8 ⋅ 8 Pixel. Mit einem Domainblockabstand von 4 Pixeln ergeben sich 13 ⋅ 13 Codebuchblöcke. 

5.4. Geometrischer Codebuchentwurf  

Für eine niederratige Codierung der geometrischen Transformation muß die Größe des 
geometrischen Codebuchs möglichst klein gehalten werden. Aus diesem Grund wurde die 
Verteilung der zur Codierung verwendeten Domainblöcke im Bild untersucht. Werden diese 
Verteilungen über mehrere Bilder gemittelt, so läßt sich erwartungsgemäß keine Häufung in 
bestimmten Regionen feststellen. Für einzelne Bilder ergeben sich jedoch individuell 
unterschiedliche Verteilungen der Domainblöcke im Bild.  
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In Abb. 5.12. sind die Positionen der zur fraktalen Approximation eines Bildes verwen-
deten Domainblöcke dargestellt. Hierbei kennzeichnet ein Punkt jeweils das Zentrum eines 
solchen Domainblocks. Sowohl varianzarme als auch Domainblöcke mit hohem Detailgehalt 
werden nur selten zur Approximation verwendet. Dieser auch bei anderen Bildern auftretende 
Effekt läßt sich folgendermaßen erklären: Da die verkleinerten Domainblöcke luminanztrans-
formiert an die Rangeblöcke angepaßt werden, ergibt sich durch einen dynamikbehafteten 
Block immer eine bessere Approximation als durch einen extrem varianzarmen Block. Hoch-
detaillierte Domainblöcke hingegen werden nur selten verwendet, da die Wahrscheinlichkeit, 
daß ein Rangeblock kleinerer Größe eine ähnliche Struktur besitzt, sehr gering ist. 

 

Abb.  5.12.  Optimale Domainblockpositionen eines fraktal codierten Bildes mit Rangeblockgröße 8 ⋅ 8 
Pixel und Domainblockabstand 4 Pixel. Ein Punkt markiert das Zentrum eines zur 
Approximation gewählten Domainblocks der Größe 16 ⋅ 16 Pixel.  

Abb. 5.13. zeigt die bestmögliche Approximation, die sich mit den in Abb. 5.12. gezeigten 
Domainblöcken ergibt. Konstante Flächen und homogene Helligkeitsübergänge, aber auch 
Kanten können relativ gut approximiert werden. Feine Strukturen und Texturen hingegen 
werden nur schlecht approximiert. Hierfür müssen kleinere Rangeblockgrößen oder andere 
Methoden zur Codierung verwendet werden. An diesem Beispiel läßt sich der Fehlerzuwachs 
bei der Decodierung erklären. Da sich die Codebuchblöcke des Coders, die aus dem 
Originalbild erzeugt werden, von denen des Decoders unterscheiden, wird der Fehler des 
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Attraktors (des Rekonstruktionsbildes) immer größer als der Fehler des Approximationsbildes 
des Coders (der Collage) sein. 

 

Abb.  5.13.  Bestmögliche Approximation (Collage) der in Abb. 5.12. dargestellten fraktalen Codierung. 
Detaillierte Strukturen können mit einer Rangeblockgröße von 8 ⋅ 8 Pixeln nicht  
genügend gut approximiert werden. 

 5.4.1. Lokale Ähnlichkeiten im Bild 

In Abb. 5.11. war zu sehen, daß verkleinerte Domainblöcke aus der örtlichen Umgebung eines 
zu codierenden Rangeblocks in vielen Fällen eine dem Rangeblock ähnliche Struktur besitzen. 
Dies legt nahe, zu untersuchen, ob es eine Präferenz für nahegelegene Domainblöcke gibt.  

Abb. 5.14. zeigt eine zweidimensionale Amplitudendichteverteilung der relativen 
Distanzen zwischen Rangeblockposition und der jeweilig dazugehörigen Domainblock-
position. Man erkennt eine deutliche Häufung der kurzen Distanzen mit einem Maximum bei 
dx = dy = 0 Pixel (siehe Abb. 5.15.). Die meisten zur Approximation verwendeten Codebuch-
blöcke werden also aus Domainblöcken erzeugt, die sich nahe oder direkt über dem zu 
codierenden Rangeblock befinden. 
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Abb.  5.14. Häufigkeit der relativen Distanzen zwischen Range- und Domainblockmittelpunkten der in Abb. 
5.13. dargestellten Codierung. Der Grad der Schwärzung repräsentiert die Häufigkeit der Distan-
zen, die auf den Domainblockabstand ∆d bezogen sind. Die maximale Distanz von +/- 57⋅∆d 
resultiert aus der Bildgröße von 240 Pixeln bei einem Domainblockabstand von 4 Pixeln. 

dx

dy

 

a) b) 

Abb.  5.15.  Approximation eines Rangeblocks durch a) den direkt über ihm liegenden Domainblock, 
der den Rangeblock umschließt, bzw. b) durch einen dx, dy Pixel entfernten Domainblock.  

Verteilungsdichtefunktion der Range-/Domainblockdistanzen 

Für jedes örtlich begrenzte Bild gibt es eine Häufung der kurzen Distanzen zwischen zwei 
beliebigen Positionen des Bildes. Dies muß bei der Analyse der Distanzen zwischen den 
Rangeblöcken und den zur Approximation verwendeten Domainblöcken beachtet werden. 
Wären die Positionen der Domainblöcke statistisch unabhängig von denen der Rangeblöcke, 
so ergäbe sich die Wahrscheinlichkeitsdichte der Distanzen durch Faltung der Wahrschein-
lichkeitsdichten der Domain- bzw. Rangeblockpositionen. Nimmt man eine Gleichverteilung 
der Domainblockpositionen an, so entsteht die in Abb. 5.16. dargestellte Verbund-Vertei-
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lungsdichtefunktion, deren Skalierung an die im folgenden dargestellten gemessenen Vertei-
lungen angepaßt wurde. Aus einer solchen Verteilung darf also nicht auf eine statistische 
Abhängigkeit der Domainblockpositionen von den Rangeblockpositionen geschlossen 
werden, da das Maximum der Wahrscheinlichkeiten bei kurzen Distanzen allein aus der 
örtlichen Begrenzung der Bilder resultiert.  
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Abb.  5.16.  Verbund-Wahrscheinlichkeitdichte der relativen Range-/Domainblockdistanzen, die sich bei 
angenommener statistischer Unabhängigkeit von gleichverteilten Range- und Domainblock-
positionen im Bild ergäbe. 

Fisher behauptet, daß die bei der Codierung auftretende Häufung von kurzen Range- 
Domainblockdistanzen im wesentlichen aus der örtlichen Begrenzung der Bilder resultiert 
[FISHER 1994]. Vergleicht man die Verbund-Verteilungsdichtefunktion der angenommenen 
Gleichverteilung von Range-/Domainblockdistanzen (Abb. 5.16.) jedoch mit bei Codierungen 
gemessenen Verteilungen, so ergibt sich ein erheblicher Unterschied. Abb. 5.17. zeigt eine 
Mittelung über Verteilungsdichten acht unterschiedlicher Bilder. Im Unterschied zur Unter-
suchung von Fisher wurde für jeden Rangeblock nicht nur die Distanz zum jeweils besten 
Domainblock, sondern die Distanz des Rangeblocks zu seinen acht bestgeeigneten Domain-
blöcken bestimmt. Zwei Effekte einer realen Codierung werden durch die Bestimmung 
mehrerer gut zur Approximation geeigneter Domainblöcke berücksichtigt:  
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•  Durch die Quantisierung der Luminanztransformationsparameter erhöht sich der 
Approximationsfehler gegenüber dem unquantisierten Fall. Daher ist es möglich, daß nach 
der Luminanztransformation ein Domainblock einer anderen Position einen kleineren 
Approximationsfehler liefert als der vormals Beste.  

•  Weiterhin kann es, in Hinsicht auf die zur Codierung nötigen Bitrate, effizienter sein, einen 
Rangeblock suboptimal zu approximieren. 
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Abb.  5.17.  Gemessene Verteilung der relativen Domain-Rangeblockdistanzen, gemittelt über mehrere 
Bilder (geglättete Darstellung). (Bildgröße 240 ⋅ 240 Pixel, Rangeblockgröße 8 ⋅ 8 Pixel, 
Domainblockabstand 4 Pixel)  

Anhand der in Abb. 5.17. gezeigten Verteilungsdichtefunktion ist zu sehen, daß die Gleich-
verteilung aus Abb. 5.16. von einer weiteren Verteilung überlagert ist, welche die statistische 
Abhängigkeit zwischen Range- und Domainblockpositionen beschreibt, nämlich die Präferenz 
der Rangeblöcke für nahegelegene Domainblöcke. 
Für alle untersuchten Bilder ergab sich eine ähnliche Verteilung der relativen 
Range-/Domainblockdistanzen. Der am häufigsten gewählte Domainblock ist immer der 
Domainblock direkt über dem zu codierenden Rangeblock.  
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Die Wahrscheinlichkeiten der restlichen Distanzen lassen sich in Regionen einteilen. Hohe 
Wahrscheinlichkeiten ergeben sich für Domainblöcke, die den Rangeblock ganz oder 
teilweise überlappen. Mit steigender Entfernung vom Rangeblock nehmen die 
Wahrscheinlichkeiten ab. Für weit entfernte Domainblöcke geht die Wahrscheinlichkeit in 
eine Gleichverteilung über.  

 

Fraktale Approximation durch den ersten Domainblock 

Bildsignale haben in stationären Bereichen eine hohe örtliche Korrelation, so daß sich das 
Bildsignal außerhalb eines Rangeblocks nicht abrupt ändert. In diesem Fall besitzt der 
Codebuchblock, der aus dem direkt darüberliegenden Domainblock erzeugt wird, einen 
ähnlichen Signalverlauf. Blöcke mit überwiegend niederfrequenten spektralen Anteilen 
können daher bereits mit diesem Codebuchblock gut approximiert werden. Dieser Sachverhalt 
wird in den Abb. 5.19. a) - c) anhand von Beispielsignalen verdeutlicht. In Abb. 5.18. ist das 
ein- bzw. zweidimensionale Approximationsschema eines Rangeblocks durch den um-
schließenden Domainblock entsprechend Abb. 5.19. dargestellt. Man beachte, daß für eine 
Rampe bzw. eine Kante in der Mitte des Rangeblocks eine perfekte Approximation möglich 
ist. Für Rangeblöcke mit komplexeren, hochfrequenten Strukturen (Abb. 5.19. d) ) ist eine 
gute fraktale Approximation nur dann möglich, wenn an einer anderen Position im zu 
codierenden Bild ein Domainblock gefunden wird, der nach Verkleinerung einen ähnlichen 
dynamischen Verlauf besitzt.  
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Abb.  5.18.  Approximationsschemata der in Abb. 5.19. dargestellten Beispiele der fraktalen Approximation 
durch den umschließenden Domainblock. Der den Rangeblock f umschließende Domainblock d 
wird durch die geometrische Transformation γ verkleinert, während die Luminanztransformation λ 
den Intensitätsverlauf des Codebuchblocks g im Sinne des minimalen quadratischen Fehlers anpaßt. 
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Abb.  5.19.  Ein- und zweidimensionale Beispiele zur fraktalen Approximation. In allen Fällen wurde der 
Codebuchblock g(⋅) zur Approximation verwendet, der dem Domainblock d(⋅) entspricht, der den 
Rangeblock f(⋅) umschließt. Die beste Approximation ( )$f ⋅ , die mit einer Luminanztransformation  
1. Ordnung erzielt werden kann, ist dargestellt. Für eine Rampe a) und eine ideale Kante in der 
Mitte eines Blocks b) ergibt sich eine perfekte Approximation. Ein niederfrequenter 
Helligkeitsverlauf c) wird gut approximiert. Für ein Signal mit starken hochfrequenten Anteilen d) 
kann mit diesem Codebuchblock jedoch keine gute Approximation erzielt werden. 
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5.4.2. Suchschemata  

Wegen der Präferenz für nahegelegene Domainblockpositionen ist eine Rangeblock-relative 
Adressierung der Domain- bzw. Codebuchblöcke sinnvoll. Die Entropie der geometrischen 
Transformation läßt sich verringern, indem ein adaptives Codierungsschema verwendet wird. 
Die Größe des geometrischen Codebuchs wird hierbei an den zu codierenden Rangeblock 
anpaßt. 

Durch eine Rangeblock-relative Adressierung wird für jeden Rangeblock ein individuelles 
Codebuch verwendet, ohne daß hierfür eine zusätzliche Nebeninformation zu übertragen ist. 
Dies ist einer der großen Vorteile der fraktalen Codierung mit relativer Adressierung. Denn, 
wie gezeigt wurde, besitzen die Codebuchblöcke aus der örtlichen Umgebung eines 
Rangeblocks in vielen Fällen eine dem Rangeblock ähnliche Struktur. Man beachte die 
Analogie zur klassifizierenden Vektorquantisierung, bei der mit zusätzlich zu übertragenden 
Klassenindizes eine Umschaltung zwischen Teilcodebüchern vorgenommen wird 
[RAMAMURTHY, GERSHO 1986]. 

 Eine Beschreibung des geometrischen Codebuchs ist äquivalent zur Festlegung eines 
Suchschemas, mit dem Positionen, Formen bzw. örtliche Orientierungen der zu 
untersuchenden Domainblöcke beschrieben werden. Das Ziel eines geometrischen 
Codebuchentwurfs der Größe I ist es, für jeden Rangeblock die Menge der I bestgeeigneten 
Codebuchblöcke bereitzustellen.  

Such-
positionen

∆d ∆r

n n+1
1 2

3

4

 

Abb.  5.20.  Rangeblock-relative spiralförmige geometrische Suche. Für die Rangeblöcke n und n+1  
im Abstand ∆r werden individuelle geometrische Codebücher verwendet. Die Suchspirale 
beschreibt die Positionen der zu untersuchenden Domainblöcke, deren Abstand im Bild  
∆d Pixel beträgt. Eine Suchposition kennzeichnet das Zentrum eines darüberliegenden 
Domainblocks. Jeder Domainblock ist über einen Suchindex eindeutig adressierbar. 
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Eine einfache Realisierung eines Suchschemas besteht in der spiralförmigen Suche. Der 
Startpunkt der Suche wird jeweils auf das Zentrum des zu codierenden Rangeblocks gesetzt. 
Weitere Suchpositionen befinden sich auf einer Spirale, die sich mit steigenden Suchindizes 
vom Rangeblock entfernt. Variable Codebuchgrößen lassen sich durch Suchspiralen 
unterschiedlicher Länge realisieren. Abb. 5.20. zeigt eine mögliche Realisierung der 
Rangeblock-relative Adressierung mit spiralförmiger Suche. Jede Domainblockposition ist 
über einen Suchindex eindeutig adressierbar. 

Domainblockabstand 

Mit der Wahl des Domainblockabstands wird das Raster der zu untersuchenden 
Domainblöcke festgelegt.  

Die geometrische Codebuchgröße und der Domainblockabstand geben einen Suchbereich 
im zu codierenden Bild vor. Mit geringem Domainblockabstand wird ein kleiner Bereich des 
Bildes in feinen Schritten nach geeigneten Domainblöcken abgesucht. Durch die geringe 
Fläche des Suchbereichs werden dabei viele Domainblöcke ähnlich strukturiert sein. Dieses 
kann z. B. bei der Codierung von Rangeblöcken mit Kanten von Vorteil sein, da viele unter-
schiedliche Versionen des Kantenblocks im Codebuch enthalten sind. Mit größerem 
Domainblockabstand vergrößert sich der Suchbereich im Bild, was dazu führt, daß die 
Domainblöcke unterschiedlicher strukturiert sein werden. Abb. 5.21. zeigt Ergebnisse der 
Variation von Domainblockabstand und geometrischer Codebuchgröße für Rangeblöcke der 
Größen 4 ⋅ 4, 8 ⋅ 8 und 16 ⋅ 16 Pixel. Da die Codierungsergebnisse für unterschiedliche Bilder 
prinzipiell ähnlich sind, ist das geometrische Mittel der Codierungsfehler der Bilder Lena, 
Boats, Pond und Lake dargestellt.  

 
Die Auswertung der in Abb. 5.21. gezeigten Ergebnisse zeigt zwei Tendenzen. Die besten 
Codierungsergebnisse ergeben sich unabhängig von der Rangeblockgröße für Domainblock-
abstände im Bereich von zwei bis vier Pixeln. Die stärkste Abhängigkeit des 
Codierungsfehlers vom Domainblockabstand ergibt sich bei kleiner geometrischer 
Codebuchgröße bzw. geringer Suchweite. 
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 a) Rangeblockgröße 4 ⋅ 4 Pixel 
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 b) Rangeblockgröße 8 ⋅ 8 Pixel 
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 c) Rangeblockgröße 16 ⋅ 16 Pixel 

Abb.  5.21.  Untersuchung des mittleren Approximationsfehlers (MSE) in Abhängigkeit von der Größe 
des geometrischen Codebuchs (CB) (2,4,6 und 8 Bit) und dem Domainblockabstand (1 bis 
8 Pixel). Die Rangeblockgrößen betragen a) 4 ⋅ 4, b) 8 ⋅ 8 und c) 16 ⋅ 16 Pixel. 
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Suchpfad 

Die bisher dargestellten Ergebnisse lassen sich nutzen, um ein adaptives geometrisches 
Codierungsschema zu realisieren. Hierzu wird das geometrische Codebuch in Teilcodebücher 
unterschiedlicher Größe unterteilt. Die Größen dieser Codebücher können an die Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilung der Domainblöcke angepaßt werden. So kann z. B. ein 0 Bit Code-
buch den ersten, über dem Rangeblock liegenden, Domainblock repräsentieren. Für eine 
minimale Suche in der Umgebung des Rangeblocks und weitere Suchweiten bis hin zur 
vollständigen Suche über das ganze Bild können weitere Codebücher verwendet werden.  

Bei der Codierung eines Rangeblocks wird zuerst das kleinste geometrische Codebuch 
untersucht. Die Codierung wird abgebrochen, sofern der Codierungsfehler unter einer vorgeb-
baren Suchabbruchschwelle liegt. Ist keine gute Approximation mit dem ersten Codebuch-
block möglich, so wird das nächstgrößere Codebuch untersucht (etc.). Abb. 5.22. zeigt eine 
Verteilungsfunktion der Suchindizes für eine Codierung mit drei geometrischen Teilcode-
büchern. Durch die Verwendung der Suchabbruchschwelle wird die Approximationsqualität 
etwas verschlechtert; die Entropie der geometrischen Transformation wird jedoch erheblich 
verringert, da ein Großteil der Rangeblöcke mit den Codebüchern kleiner Größe approximiert 
werden kann. 
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Abb.  5.22.  Beispiel einer Verteilungsfunktion der geometrischen Suchindizes (Codebuchindizes) Fi(i)  
für Codierungen mit einem 8-Bit-Codebuch verglichen mit einer Codierung mit drei 
Teilcodebüchern der Größen 0, 4 und 8 Bit. Das nächstgrößere Codebuch wird jeweils nur 
dann untersucht, wenn der Approximationsfehler über einem Schwellwert liegt. 

Als zusätzlicher Effekt reduziert sich die Codierungszeit, da nicht mehr alle Codebuchblöcke 
auf ihre Eignung zur Approximation hin untersucht werden müssen. Durch die Einführung 
von Teilcodebüchern ist allerdings eine zusätzliche Übertragung von Klassenindizes 
notwendig, um zwischen den verwendeten Codebüchern zu unterscheiden.  

Eine Vielzahl unterschiedlicher Suchschemata wurde untersucht. Die besten Codierungs-
ergebnisse wurden mit dem in Abb. 5.23. dargestellten Suchschema erzielt. Für viele 
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digitalisierte Bilder ist die örtliche Korrelation in horizontaler und vertikaler Richtung stärker 
als in diagonaler Richtung. Diese Tatsache wurde mit dem karo-förmigen Suchpfad 
berücksichtigt. Wird in der unmittelbaren Umgebung des Rangeblocks ein feinerer 
Domainblockabstand gewählt, so lassen sich die Codierungsergebnisse noch geringfügig 
verbessern.  

Rangeblock

erster 
Domainblock

Such-
positionen

Bildrand

CB1: erster Domainblock

CB3: Suche in weiterer Umgebung des Rangeblocks

CB4: vollständige Suche

Suchpfad:

CB2: minimale Suche mit feinerem Raster in der Nähe des Rangeblocks

 

Abb.  5.23.  Adaptive geometrische Codierung mit spiralförmigem Suchschema. Die Suche beginnt mit 
dem Domainblock, der sich direkt über der Position des Rangeblocks befindet. Weitere Such-
klassen bzw. geometrische Codebücher werden durch eine Suchspirale beschrieben. 
Dargestellt für vier Codebücher CB1 bis CB4 der Größen 0 Bit, 3 Bit, 5 Bit und einer voll-
ständigen Suche, bei der die Codebuchgröße bildabhängig ist. Die Abstände der Suchpositio-
nen betragen 2 Pixel bzw. 1 Pixel für das feine Raster in der Nähe des ersten Domainblocks. 

Eine Darstellung der Codierungsergebnisse in Abhängigkeit von den geometrischen 
Codierungsparametern findet sich in Kapitel 7, da sich die Ergebnisse mit anderen Verfahren 
nur bei vollständiger Quantisierung aller Transformationsparameter vergleichen lassen. Eine 
entropieminimierte Auswahl der fraktalen Transformationen wird in Kapitel 7.3. beschrieben. 

Ein ähnliches Codierungsschema, bei dem unterschiedliche Suchlevel zugelassen wurden, 
ist von Monro vorgeschlagen worden [MONRO 1993a]. Eine Suchklasse eines höheren Levels 
umfaßt alle kleineren Suchklassen und besitzt im Verhältnis zum nächstkleineren Level die 
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vierfache Menge an zu untersuchenden Domainblöcken. Abb. 5.24. verdeutlicht dieses 
Suchschema. Um eine bessere Approximationsqualität zu erzielen, werden bei diesem 
Codierungsschema zusätzliche additive Polynome verwendet (siehe Kapitel 6.3.1.). 
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 Abb.  5.24.  Adaptive geometrische Codierung nach Monro. Suchlevel 0 entspricht einer Codierung 
ohne Suche, Suchen der Level 1 und 2 verwenden jeweils die vierfache Menge an 
Domainblöcken.  

Codierung der geometrischen Transformation 

Herkömmliche fraktale Codierungsverfahren verwenden jeweils nur ein geometrisches 
Codebuch konstanter Größe. Durch den Einsatz einer adaptiven Codierung mit mehreren 
geometrischen Codebüchern unterschiedlicher Größe kann die Entropie der geometrischen 
Transformation verringert werden.  

Die minimale Größe eines geometrischen Codebuchs ist eins. Die maximale Anzahl der 
Codebuchelemente Imax entspricht der Anzahl der in einem Bild enthaltenen quadratischen 
Domainblöcke der Kantenlänge d. Diese Anzahl hängt neben der Bildgröße vom 
Domainblockabstand ∆d ab. Für ein Bild der Größe Mges⋅Nges Pixel ergeben sich insgesamt 
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Domainblöcke bzw. Codebuchblöcke.  
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Mit einem geometrischen Codebuch konstanter Größe und rechteckigen Rangeblöcken der 
Fläche N⋅M Pixel ergibt sich die geometrische Bitrate Rγ  zu 
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⋅
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. (5.5) 

Werden L Codebücher unterschiedlicher Größen Il verwendet, so muß mit zusätzlich zu 
übertragenden Klassifizierungsinformationen Cl zwischen den geometrischen Codebüchern 
bzw. Suchklassen unterschieden werden. Die Anzahl der Rangeblöcke, die mit der Suchklasse 
l codiert werden, wird mit nl bezeichnet. Für die geometrische Bitrate folgt: 
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Bei stark ungleich verteilten Häufigkeiten der verwendeten Suchklassen läßt sich die 
geometrische Rate durch eine Entropiecodierung der Klassenindizes weiter verringern. Durch 
eine geeignete Übertragungsreihenfolge der Klassifizierungsinformation kann die starke 
Korrelation benachbarter Blöcke genutzt werden. Häufig werden örtlich benachbarte Range-
blöcke mit gleichen Suchklassen codiert. Daher sind zusätzliche Bitrateneinsparungen mit 
blockübergreifenden Codierungen der Klassifizierungsinformationen, wie z. B. mit einer 
prädiktiven Codierung oder einer Lauflängencodierung, möglich. Eine geeignete Über-
tragungsreihenfolge stellt z. B. der Peano-Scan dar. 

Effiziente Codierung der geometrischen Transformationen durch Klassifizierungsbilder 

Ist der Domainblockabstand im Verhältnis zur Rangeblockgröße klein, so überschreitet die 
Zahl der möglichen Domainblockpositionen im Bild die Zahl der zur Codierung verwendeten 
Domainblöcke um ein Vielfaches. Daher bietet sich eine andere Methode zur Codierung der 
geometrischen Transformationen an. Hierzu werden die zur Codierung verwendeten 
Domainblöcke einer Suchklasse l in einem Klassifizierungsbild markiert. Wird das 
Klassifizierungsbild mit Il Pixeln zusätzlich als Nebeninformation übertragen, so verringert 
sich der Adressierungsaufwand für die Rangeblöcke dieser Suchklasse, da die Zahl der 
gültigen Domainblockpositionen reduziert ist.   

Wird für die Übertragung des Klassifizierungsbildes eine angepaßte Codierung (z. B. eine 
Lauflängencodierung mit zusätzlicher Entropiecodierung) verwendet, die eine Daten-
kompression um den Faktor k erzielt, dann läßt sich die Informationsmenge zur Übertragung 
der geometrischen Transformation verringern, sofern die folgende Bedingung erfüllt wird: 
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In der folgenden Abbildung 5.25. sind als Beispiel die Positionen der verwendeten 
Domainblöcke einer Codierung des 'Lena'-Bildes dargestellt. Drei geometrische Codebücher 
der Größen 0, 7 und 14 Bit kamen hierbei zum Einsatz. Das nächstgrößere Codebuch wurde 
nur dann verwendet, wenn der Approximationsfehler, der sich mit dem kleineren Codebuch 
ergab, über einer Fehlerschwelle lag.  

    
a) b) c) 

Abb.  5.25.  a) Positionen aller zur Codierung verwendeten Domainblöcke.  
b) Positionen der Domainblöcke des Codebuchs maximaler Größe. 
c) Beispiel eines Klassifizierungsbildes zur Verringerung der möglichen Domainblockpositionen. 

Abb. 5.25. a) zeigt die Positionen aller zur Codierung verwendeten Domainblöcke. In Abb. 
5.25. b) sind nur die Positionen der verwendeten Domainblöcke des 14 Bit Codebuchs 
dargestellt. Ist diese Klassifizierung dem Empfänger bekannt, so reduziert sich in diesem 
Beispiel der Adressierungsaufwand pro Rangeblock von 14 auf 8 Bit zuzüglich der 
Information für das Klassifizierungsbild. 

Die Information der geometrischen Transformation kann weiter verringert werden, indem 
das Klassifizierungsbild vor der Codierung derart segmentiert wird, daß es einerseits effizient 
codiert werden kann, andererseits möglichst wenige zur Codierung gut geeignete 
Domainblöcke enthält. In Abb. 5.25. c) ist ein Beispiel einer solchen Segmentierung 
dargestellt.  

Da häufig Domainblöcke mit Kantenstrukturen zur Approximation verwendet werden, 
besteht eine einfache Möglichkeit zur Erzeugung eines solchen Klassifizierungsbildes darin, 
auf das Codebuchbild ein Kantenerkennungsfilter anzuwenden und anschließend dieses 
gefilterte Bild mit morphologischen Operatoren zu vereinfachen. Untersuchungen hierzu 
wurden in der vorliegenden Arbeit nicht durchgeführt. 
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5.4.3. Variable Domainblockformen und Isometrien 

Die Verwendung eines geometrischen Codebuchs macht es möglich, durch einen 
Codebuchindex gleichzeitig die Position und die Form eines Domainblocks zu beschreiben. 
Daher wurde untersucht, ob mit einem kombinierten Blockformen-Positionscodebuch eine 
verbesserte Approximation erzielt werden kann [EMPEN 1994]. Als mögliche Formen wurden 
gedrehte und verzerrte Blockformen unterschiedlicher Größen untersucht. Die beliebig 
geformten Domainblöcke wurden mittels einer bilinearen Transformation auf die 
quadratischen Rangeblöcke abgebildet. 

 

Abb.  5.26.  Blockformen der Domainblöcke, mit denen ein kombiniertes Blockformen-
Positionscodebuch entworfen wurde (dargestellt für die Position des ersten Domainblocks). 

Hierbei zeigte sich erneut, daß – wie in Kapitel 5.1.1. beschrieben – ein zu geringes Flächen-
verhältnis von Domain- und Rangeblöcken zu einem starken Decodierungsfehlerzuwachs 
führt. Nach Voruntersuchungen wurde die Menge möglicher Domainblockformen auf die in 
Abb. 5.26. gezeigten eingeschränkt. Mit diesen Blockformen wurde ein kombiniertes 
Blockformen-Positionscodebuch entworfen. Der Entwurf eines solchen kombinierten Code-
buchs ist sehr schwierig, da selbst bei nur wenigen zugelassenen Domainblockformen die 
Gesamtzahl der möglichen Codebucheinträge extrem groß wird, so daß es schwer ist, 
Trainingsfolgen ausreichender Länge zu erzeugen. 
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Die besten geometrischen Codebücher ergaben sich mit dem im folgenden beschriebenen sehr 
aufwendigen Entwurfsverfahren: Zunächst wird ein 'Mastercodebuch' erzeugt, das alle 
Kombinationen aus zugelassenen Positionen und Formen enthält. Ein Startcodebuch der 
Größe 0 wird nun schrittweise bis zur gewünschten Größe vergrößert. Hierzu wird jeweils das 
aktuelle Codebuch der Größe n probeweise mit allen Elementen des Mastercodebuchs auf die 
Größe n+1 erweitert. Mit diesem Codebuch wird jeweils eine Codierung von Trainingsbildern 
durchgeführt. Der Codebuchblock, mit dem für die Trainingsbilder der geringste 
Codierungsfehler erzielt wurde, wird neues festes Element des nächstgrößeren Codebuchs 
(etc.) (siehe Abb. 5.27.).  
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Abb.  5.27.  Prinzipskizze der ersten beiden Schritte des Codebuchentwurfs. Aus einer Grundmenge von N 
möglichen Positions-/Formenkombinationen (dem Mastercodebuch) wird zunächst die am 
besten geeignete gesucht (z. B. wie hier dargestellt der Domainblock mit der Nummer 3). Im 
zweiten und jedem weiteren Schritt wird das Codebuch um einen Eintrag erweitert und erneut 
durch einzelne Codierungen mit allen möglichen Kandidaten der am besten geeignete bestimmt.  

Codierungen mit kombinierten Blockformen-Positions-Codebüchern liefern verbesserte Er-
gebnisse; jedoch besteht eine starke Bildabhängigkeit der Codebuchstruktur, so daß keine all-
gemeingültigen Blockformen-Positions-Codebücher für beliebige Bilder entworfen werden 
können.  
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Grundsätzlich zeigte sich bei allen Untersuchungen, daß es vorteilhafter ist, mehr 
Domainblöcke unterschiedlicher Positionen des Bildes, anstatt eine geringere Anzahl von 
Positionen mit zusätzlichen anderen Blockformen zu verwenden. Die gleiche Tendenz zeigte 
sich für die von Jacquin vorgeschlagenen isometrischen Abbildungen (Drehungen und 
Spiegelungen von Codebuchblöcken). Bis zu Codebuchgrößen von ca. 10 - 12 Bit lassen sich 
mit geometrischen Codebüchern, die einen größeren Bereich des Bildes abdecken, bessere 
Approximationsergebnisse erzielen, als mit solchen, die bei entsprechend kleinerer 
Ausdehnung zusätzliche Isometrien verwenden.  
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Abb.  5.28.  Vergleich dreier geometrischer Codebücher. Einem einfachen Positionscodebuch (x) nach 
Abb. 5.23. wurden zwei Codebücher gegenübergestellt, die im ersten Fall die isometrischen 
Abbildungen der Domainblöcke einschließen (+). Im zweiten Fall wurden zusätzlich zu den 
Isometrien vier unterschiedliche Formen der Domainblöcke verwendet (!). 

Abb. 5.28. vergleicht die Codierungsergebnisse dreier unterschiedlicher geometrischer Code-
bücher. Hierbei wurde das Lena-Bild mit Rangeblöcken der Größen 16, 8 und 4 Pixel codiert. 
Durch die blockhierarchische Codierung war sichergestellt, daß einfach strukturierte Bildbe-
reiche mit Rangeblöcken der Größe 16 ⋅ 8 bzw. 8 ⋅ 8 Pixeln codiert wurden. Bei den unter-
suchten Rangeblöcken der Größe 4 ⋅ 4 Pixel handelte es sich somit um schwer zu approximie-
rende Blöcke. Ein erstes Codebuch enthielt nur Domainblockpositionen ohne Isometrien. Das 
nächste Codebuch enthielt ein um den Faktor acht kleineres Positionscodebuch; von allen 
Codebuchblöcken wurden jedoch die acht möglichen Isometrien als zusätzliche Codebuch-
elemente mitverwendet. Das dritte Codebuch umfaßte neben den Isometrien noch vier unter-
schiedliche Domainblockformen, die in der ersten Zeile von Abb. 5.26. dargestellt sind.  
In Abb. 5.28. ist zu erkennen, daß das einfache Positionscodebuch den anderen Codebüchern 
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bei kleinen bis mittleren Codebuchgrößen deutlich überlegen ist. Erst bei sehr großen 
Codebüchern ist es sinnvoll, zusätzlich andere Domainblockformen bzw. Isometrien zu 
verwenden. Diese Tendenz zeigt sich auch bei anderen Bildern. 

5.4.4. Fraktale Codierung ohne geometrische Suche 

Ein Spezialfall ergibt sich, wenn keine Suche nach geometrischen Transformationen 
durchgeführt wird. Dies ist z. B. mit dem zuvor beschriebenen Suchschema möglich, wenn 
alle Rangeblöcke durch den sie umschließenden Domainblock codiert werden.  

Eine andere Methode wurde von Monro vorgeschlagen [MONRO, DUDBRIDGE 1992a], 
[MONRO, WOOLEY 1994]. Hierbei wird ein Bild in quadratische Domainblöcke unterteilt, die 
jeweils aus vier Rangeblöcken bestehen. Jeder Rangeblock wird durch den Domainblock 
approximiert, zu dem er gehört. Zur besseren Approximation des Rangeblocks werden 
zusätzlich zum luminanztransformierten verkleinerten Domainblock additive lineare 
Rampenfunktionen in x- und y-Richtung verwendet (siehe Kapitel 6.3.1.). 

Der wesentliche Vorteil der fraktalen Codierung ohne geometrische Suche liegt in der stark 
verkürzten Codierungszeit. Die Codierungseffizienz ist den Verfahren mit geometrischer 
Suche jedoch unterlegen. 

5.4.5. Codebuchentwurf nach Øien 

Øien und Lepsøy schlagen einen Coder vor, der eine Einschränkung des bis jetzt be-
schriebenen fraktalen Codierungsprinzip umgeht [ØIEN, LEPSØY 1994a]. Ihr Codierungs-
prinzip erlaubt es, die Skalierungsfaktoren der Luminanztransformationen vom Betrag größer 
eins zu wählen, ohne die Konvergenz des fraktalen Codes zu beeinträchtigen. Weiterhin ist 
die Konvergenzgeschwindigkeit dieses Coders bei der Decodierung maximal. Die Zahl der 
zur Decodierung notwendigen Iterationen hängt ausschließlich vom Größenverhältnis der 
Range- und Domainblöcke ab. Wird der Verkleinerungsfaktor gleich der Zahl der Pixel eines 
Rangeblocks gewählt, so wird jeweils der Mittelwert eines Domainblocks auf genau ein Pixel 
eines Rangeblocks abgebildet. In diesem Fall kann eine nicht iterative Decodierung realisiert 
werden, da eine vollständige Konvergenz nach Initialisierung der Rangeblockmittelwerte und 
einer einmaligen Transformation erzielt wird [LEPSØY, ØIEN, RAMSTAD 1993]. Bei anderen 
Verkleinerungsfaktoren werden typischerweise drei bis vier Iterationen zur Decodierung 
benötigt. Diese Vorteile werden durch Einschränkungen beim Entwurf des geometrischen 
Codebuchs erzielt.  
Folgende Bedingungen sind bei Codebuchentwurf einzuhalten: 
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•  Für die Tiefpaßfilterung vor der Unterabtastung darf nur ein einfaches Mittelwertfilter 
1. Ordnung verwendet werden. 

•  Die Luminanztransformation muß derart modifiziert werden, daß nur die dynamischen 
Anteile der Codebuchblöcke skaliert werden. Eine Skalierung der Gleichanteile ist nicht 
zulässig. Gleich- und Wechselanteil des Blocks werden entkoppelt transformiert, da die 
Skalierungs- und Offsetparameter der Luminanztransformation vollständig dekorreliert 
werden. 

•  Die Partitionierung der Domainblöcke muß so gewählt werden, daß jeder Domainblock nur 
vollständige Rangeblöcke enthält. Daraus folgt, daß der Domainblockabstand nicht kleiner 
als die Rangeblockgröße gewählt werden kann und der den Rangeblock umschließende 
("erste") Domainblock nicht zur Approximation verwendet werden darf. 

Die genannten Bedingungen der Partitionierung und der Verkleinerung führen dazu, daß die 
verkleinerten Codebuchblöcke nach wenigen Iterationen jeweils genau auf den Bereich 
einzelner Pixel abgebildet werden. Wegen der Verkleinerung mit Mittelwertbildung liefert der 
ursprüngliche dynamische Verlauf des Codebuchblocks keinen Beitrag zum "Gleichanteil" 
(d. h. zur Pixelintensität) eines einzelnen Pixels. Dadurch, daß eine Entkopplung der Gleich- 
und Wechselanteile der Codebuchblöcke durchgeführt wird und die Luminanztransformation 
nur den dynamischen Anteil des Codebuchblocks skaliert, ist es nicht nötig, den 
Skalierungsfaktor zu begrenzen.  

Der entscheidende Vorteil dieses Coders, nämlich die Möglichkeit der unbegrenzten 
Skalierung bei der Luminanztransformation, muß den Nachteilen durch die Einschränkungen 
beim Codebuchentwurf gegenübergestellt werden. Diese Einschränkungen verbieten gerade 
die Prinzipien des im letzten Kapitel entwickelten optimierten Codebuchentwurfs. Die 
Position des in vielen Fällen bestgeeigneten ersten Domainblocks darf nicht verwendet 
werden. Weiterhin müssen Aliasingfehler bei der Tiefpaßfilterung toleriert werden und der 
Domainblockabstand unter Umständen größer als der optimale Wert von zwei bis vier Pixeln 
gewählt werden.  

Abb. 5.29. vergleicht zwei Codierungen mit unquantisierten Luminanztransformations-
parametern. In beiden Fällen wurde eine Rangeblockgröße von 8 ⋅ 8 Pixeln und ein 4 Bit 
großes geometrisches Codebuch verwendet. Man erkennt, daß sich für den Coder nach Øien 
trotz der Möglichkeit der unbeschränkten Skalierung der Luminanztransformation eine 
deutlich schlechtere Approximationsqualität mit starken Blockeffekten ergibt. Da sich in allen 
durchgeführten Untersuchungen eine deutliche subjektive wie objektive Überlegenheit des in 
den letzten Kapiteln beschriebenen Codebuch-Entwurfverfahrens zeigte, wurde das von Øien 
vorgeschlagene Codierungsprinzip in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt. 
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Original a) b) 

Abb.  5.29. Vergleich der Codierungsprinzipien  
a) mit unbeschränkten Luminanzskalierungsparametern nach Øien  
b) mit dem in den letzten Kapiteln beschriebenen optimierten Codebuchentwurf  
In beiden Fällen wurde eine Rangeblockgröße von 8 ⋅ 8 Pixeln und ein geometrisches 
Codebuch mit 16 Codebuchblöcken bei unquantisierten Parametern der Luminanztrans-
formation verwendet. 

 
Wie im folgenden gezeigt wird, kann eine schnelle Decoderkonvergenz auch ohne die 
genannten Einschränkungen beim Codebuchentwurf erzielt werden. Die im nächsten Kapitel 
vorgestellte modifizierte Luminanztransformation führt zu einer verbesserten Decoder-
konvergenz und ermöglicht weiterhin eine Prädiktion der Gleichanteile der Rangeblöcke. 

5.4.6. Verwendung zusätzlicher externer Codebücher 

Eine Möglichkeit, das geometrische Codebuch zu erweitern, besteht darin, ein zusätzliches 
externes Codebuch zur Approximation mitzuverwenden. Dieses Codebuch kann z. B. Blöcke 
mit schwer zu approximierenden Strukturen, wie Texturen oder feine Linien enthalten. Im 
Gegensatz zum virtuellen Codebuch muß dieses Codebuch dem Empfänger bekannt sein oder 
übertragen werden.  

 
In [JACQUIN 1993] wird ein Vergleich zwischen fraktaler Codierung und klassifizierender 
Vektorquantisierung [RAMAMURTHI, GERSHO 1986], [GERSHO, GRAY 1992] beschrieben. 
Hierbei ergab sich für scharfe Kanten eine bessere Codierung mit dem fraktalen Coder, 
wogegen für Texturen etwas bessere Codierungsergebnisse mit dem Vektorquantisierer erzielt 
wurden. 
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Ein hybrides Codierverfahren, das sowohl eine fraktale Codierung als auch eine Mean-Gain-
Shape-Vektorquantisierung zur Approximation von Bildblöcken der Größe 4 ⋅ 4 Pixel 
verwendet, wurde in [GÜNTHER 1993] untersucht. Die Codebücher des Vektorquantisierers 
wurden nach zwei unterschiedlichen Prinzipien erzeugt. Zum einen wurden Codebücher nach 
dem LBG-Algorithmus entworfen, wobei die Trainingsfolgen aus Blöcken erzeugt wurden, 
die fraktal schwer zu codieren waren. Ein zweites Entwurfsverfahren verwendete zwei 
synthetische Codebücher, die aus allen möglichen binären Blöcken der Größe 4 ⋅ 4 Pixel und 
ihren tiefpaßgefilterten Versionen bestanden. Aus diesen sehr großen Codebüchern wurden 
durch die Codierung einer Trainingsfolge von Bildern die am häufigsten verwendeten 
Codebuchblöcke ausgewählt. Beide untersuchten Codebuchentwurfsverfahren erwiesen sich 
in ihrer Codierungseffizienz als etwa gleichwertig.  

Die Codierungsergebnisse dieses Coders sind der fraktalen Codierung ohne VQ leicht 
überlegen. Der Nachteil dieses Verfahrens besteht in einer sehr hohen Codierungszeit. 
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6. Untersuchungen zur Luminanztransformation 

 
Die fraktale Blockcodierung verwendet neben der geometrischen Transformation eine 
Luminanztransformation, die den Helligkeitsverlauf eines Codebuchblocks an den zu 
approximierenden Rangeblock anpaßt. Dieses Kapitel beschreibt unterschiedliche 
Realisierungen der Luminanztransformation und stellt geeignete Quantisierungsmethoden für 
die Luminanztransformationsparameter vor. 

Eine Luminanztransformation 1. Ordnung approximiert Rangeblöcke, indem sie eine 
Skalierung des dynamischen Verlaufs und eine Änderung der Helligkeit von Codebuchblöcken 
vornimmt. Eine Modifikation dieser Transformation 1. Ordnung wird vorgeschlagen, die das 
Konvergenzverhalten des fraktalen Codes bei der Decodierung verbessert und den 
Codierungsgewinn erhöht. Luminanztransformationen niedriger Ordnung lassen sich effizient 
codieren, ermöglichen jedoch keine fehlerfreie Approximation von beliebigen Rangeblöcken. 
Verbesserte Approximationsqualitäten können mit Luminanztransformationen höherer 
Ordnungen erzielt werden. In der Literatur werden Verfahren mit additiven Polynom-
approximationen und quadratischen Skalierungen der Codebuchblockintensitäten vorge-
schlagen. Ein weiterer Ansatz verwendet Linearkombinationen von orthogonalisierten 
Codebuchblöcken. Diese Verfahren ermöglichen im Vergleich zur Transformation 1. Ordnung 
eine verbesserte Approximationsqualität, bestimmte schwer zu codierende Bildinhalte wie 
z. B. Texturen oder dünne Linien können jedoch auch mit diesen Transformationen nicht 
fehlerfrei codiert werden. In der vorliegenden Arbeit wird ein universelles 
Approximationsschema im Frequenzbereich vorgeschlagen, das eine Vielzahl 
unterschiedlicher Luminanztransformationen zuläßt. Eine mögliche Anwendung dieses 
Schemas, die fraktale Codierung mit zonaler Skalierung im Frequenzbereich, wird vorgestellt. 
Durch die Begrenzung der Skalierungsparameter zur Einhaltung der Kontraktivitäts-
bedingung kann die fraktale Codierung mit zonaler Skalierung ebenso wie das Verfahren der 
Linearkombination orthogonalisierter Codebuchblöcke keine perfekte Approximation von 
beliebigen Rangeblöcken erreichen.  

Das schließlich vorgeschlagene Prinzip der fraktalen Transformationscodierung (FTC) 
umgeht diese Beschränkungen, indem es eine kombinierte Approximation aus fraktaler und 
Transformationscodierung verwendet. Die fraktale Transformationscodierung besitzt einen 
höheren Codierungsgewinn als die Transformationscodierung und die fraktale Codierung für 
sich, da sowohl Inter- als auch Intrablockredundanzen eines Bildes zur Codierung ausgenutzt 
werden können. 
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Eine Luminanztransformation λ dient dazu, den Helligkeitsverlauf eines Codebuchblocks gi 
möglichst gut an den zu approximierenden Rangeblock f anzupassen. 

 ( )f f g≈ =$ λ i  (6.1) 

Als Luminanztransformation kann eine beliebige nichtlineare kontraktive Transformation 
verwendet werden. Luminanztransformationen sind durch ihre Ordnung charakterisiert. Eine 
Luminanztransformation λΚ der Ordnung K besitzt K+1 Parameter, die so zu wählen sind, daß 
der mittlere quadratischen Approximationsfehler des M⋅N Pixel großen Rangeblocks 
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minimal wird. Mit Luminanztransformationen höherer Ordnungen wird im allgemeinen eine 
bessere Approximation erzielt, jedoch steigt die Zahl der zu übertragenden Parameter. Daher 
ist es notwendig, eine Transformation auszuwählen, die bei niedriger Ordnung möglichst 
effizient arbeitet. Im Gegensatz zur geometrischen Transformation sind die Parameter der 
Luminanztransformation kontinuierlich und müssen quantisiert werden.  

Für jeden Rangeblock ist ein Transformationspaar, bestehend aus geometrischer und 
Luminanztransformation, zu bestimmen, das eine gute Approximation beschreibt. Die 
Bestimmung des besten Codebuchblocks gi und der Parameter der Luminanztransformation 
muß gemeinsam geschehen, da bei quantisierten Luminanztransformationsparametern ein 
anderer Codebuchblock den minimalen Approximationsfehler liefern kann, als mit 
unquantisierten Parametern. Zum Decoder werden der Index i des bestgeeigneten 
geometrischen Codebuchblocks und die Quantisiererindizes der Luminanztransformation 
übertragen. Abhängig von der Art der verwendeten Luminanztransformation können 
zusätzlich die statistische Bindungen zwischen den einzelnen Parametern für eine effiziente 
Codierung genutzt werden. 

6.1. Luminanztransformation 0. Ordnung 

Die einfachste Luminanztransformation ist eine Transformation 0. Ordnung λ0, bei der nur ein 
Parameter frei wählbar ist. Eine mögliche Luminanztransformation 0. Ordnung besteht in der 
Approximation des Rangeblocks durch einen konstanten Wert b. 

 ( )$f g= =λ 0 b  (6.3) 
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Der optimale Wert bopt ergibt sich in diesem Fall durch den Mittelwert µf des zu 
approximierenden Rangeblocks. 
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Bei ausschließlicher Verwendung von Luminanztransformationen 0. Ordnung ist die 
Verwendung eines geometrischen Codebuchs überflüssig, da alle Codebuchblöcke identisch 
abgebildet werden. Werden hierarchische "Rangeblockgrößen" verwendet, so entspricht dies 
der klassischen Quadtreecodierung von Bildern mit Mittelwerten [SHUSTER, FEDER 1994]. 

Jacquin verwendet diese Luminanztransformation für Shadeblöcke, d. h. Blöcke sehr 
geringer Varianz.  

Im folgenden wird gezeigt, daß grundsätzlich auf Luminanztransformationen 0. Ordnung 
verzichtet werden sollte, da mit einer Luminanztransformation 1. Ordnung bei gleicher Bitrate 
immer eine bessere Approximationsqualität erzielt werden kann. 

6.2. Luminanztransformationen 1. Ordnung 

6.2.1. Konventionelle Luminanztransformation 1. Ordnung 

Eine Luminanztransformation 1. Ordnung λ1 besitzt zwei Parameter, mit denen der 
Helligkeitsverlauf eines Codebuchblocks an den zu codierenden Rangeblock angepaßt wird. 
Für Rangeblöcke mittlerer und hoher Varianz schlug Jacquin eine Luminanztransformation 
vor, die eine Skalierung (a) und eine additive Änderung der Pixelintensitäten eines 
Codebuchblocks mit einem Offsetterm (b) zuläßt. Diese Transformation wird in fast allen in 
der Literatur beschriebenen Verfahren verwendet und wird daher als konventionelle 
Luminanztransformation 1. Ordnung bezeichnet. 

 ( )λ1 g gi ia b= ⋅ +  (6.5) 

Jacquin bestimmte den Skalierungsfaktor a über den Quotienten der Dynamikbereiche von 
Range- und Codebuchblock. Die optimalen Luminanztransformationsparameter im Sinne des 
kleinsten quadratischen Fehlers können durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen der 
Fehlerfunktion e2 bestimmt werden.  
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Der optimale Skalierungsfaktor aopt ergibt sich aus dem Quotienten aus Kovarianz Cfgi von 
Range- und Codebuchblock und der Varianz des Codebuchblocks. Der optimale Offsetterm 
ist die Differenz aus Rangeblock-Mittelwert und dem skalierten Mittelwert des 
Codebuchblocks8. 
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Der minimal mögliche Approximationsfehler eopt
2  kann durch Einsetzen der optimalen 

Luminanztransformationsparameter in Gleichung (6.6) bestimmt werden. Der minimal 
mögliche Approximationsfehler ergibt sich, abhängig von der Varianz σf

2 des Rangeblocks 
und dem normierten Korrelationskoeffizienten ρfgi, zu: 
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8    Dieses Ergebnis ergibt sich direkt aus der linearen Schätzung (verallgemeinerte Prädiktion 1. Ordnung). 
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Betrachtet man den Rangeblock in seinen dynamischen Anteil und den Gleichanteil zerlegt, so 
kann der Gleichanteil mit dieser Luminanztransformation 1. Ordnung immer fehlerfrei 
approximiert werden. Der Approximationsfehler für den dynamischen Anteil des Rangeblocks 
hängt ausschließlich von der Ähnlichkeit zwischen Range- und Codebuchblock ab. Der 
bestgeeignete Codebuchblock ist derjenige, für den der quadrierte normierte 
Korrelationskoeffizient maximal wird.  

Wird der optimale Skalierungsfaktor zur Einhaltung der Kontraktivitätsbedingung 
begrenzt, oder werden die Luminanztransformationsparameter durch eine Quantisierung 
verändert, so entsteht ein Approximationsfehlerzuwachs equant

2 . Dieser Fehlerzuwachs hängt 
von der Abweichung der a/b-Parameter vom optimalen aopt /bopt - Paar ab. Mit ∆a = a - aopt 

und ∆b = b - bopt ergibt sich: 
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Abb.  6.1.  ∆a/∆b-Graphen konstanten Quantisierungsfehlers (e2quant = 40) für unterschiedliche Mittelwerte und 
Varianzen von Codebuchblöcken.  
1.) µg€= 64, σg

2 = 40;  2.) µg€= 64, σg
2 = 2000;  3.) µg€= 196, σg

2 = 40;  4.) µg€= 196, σg
2 = 2000 
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Aufgrund der Abhängigkeit der Quantisierungsfehlerkomponenten untereinander sollten die 
a/b -Luminanztransformationsparameter gemeinsam quantisiert werden. Für ∆a/∆b -Werte-
paare mit konstantem Quantisierungsfehler equant

2  ergeben sich entsprechend Gleichung (6.11) 
ellipsenförmige Graphen. Ein optimaler Quantisiererentwurf wird dadurch erschwert, daß die 
Radien und die Ausrichtung dieser Ellipsen vom Mittelwert µgi und der Varianz σgi

2
 des 

jeweiligen Codebuchblocks gi abhängig sind (siehe Abb. 6.1.).  
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Abb.  6.2.  Typische Parameterverteilung der konventionellen Luminanztransformation 1. Ordnung. Der helle 
Rahmen begrenzt den aufgrund der Kontraktivitätsbedingung erlaubten Wertebereich der a/b-Paare. 
(Bild: Lena, Rangeblockgröße: 4 ⋅ 4 Pixel, Domainblockabstand: 2, geometrisches CB: 5 Bit.) 

Abb. 6.2. zeigt eine typische Verteilung der Parameter der konventionellen Luminanztrans-
formation 1. Ordnung. Die dreieckige Form dieser Verteilung resultiert aus der Tatsache, daß 
die Luminanztransformation nach Gleichung (6.5) nicht nur den dynamischen Anteil eines 
Codebuchblocks, sondern auch den Gleichanteil skaliert. Hierdurch besteht eine lineare Ab-
hängigkeit des Offsetterms vom Skalierungsfaktor. Der markierte Rahmen zeigt den Werte-
bereich der möglichen a/b-Werte. Die Einhaltung der Kontraktivitätsbedingung erfordert die 
Begrenzung der skalierenden a-Werte auf ±1, der Wertebereich des b-Offsets ergibt sich aus 
den möglichen Pixelintensitäten eines Bildes im Bereich von 0 bis 255. 
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Sehr kleine Skalierungsfaktoren nahe 0 werden selten gewählt, dieses entspräche einer 
Approximation 0. Ordnung. Auch für varianzarme Rangeblöcke lassen sich mit einer 
Transformation 1. Ordnung immer bessere Approximationsergebnisse erzielen. Da der 
Quantisierungs- und Übertragungsaufwand der Transformation 0. Ordnung in etwa dem der 
Transformation 1. Ordnung mit einem 0 Bit geometrischem Codebuch entspricht, sollte 
grundsätzlich auf die Luminanztransformation 0. Ordnung verzichtet werden.    

Da viele Codebuchblöcke aus der örtlichen Umgebung der jeweiligen Rangeblöcke 
stammen, werden infolge der starken örtlichen Korrelation der Luminanzwerte die Codebuch-
blöcke häufiger mit positiven als mit negativen Skalierungsfaktoren angepaßt. Man erkennt 
eine deutliche Konzentration der Skalierungsfaktoren bei Werten nahe 1, was bedeutet, daß 
viele Codebuchblöcke in ihrem dynamischen Verlauf nur leicht abgeschwächt werden. Der 
maximale relative Decodierungsfehlerzuwachs ist nach dem Collagetheorem proportional 
zum Kehrwert von 1 minus der Gesamtkontraktivität der Transformation (siehe Kapitel 3.5.). 
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Da der Kontraktivitätsfaktor dieser Luminanztransformation 1. Ordnung gleich |a| ist, können 
vom Betrag her große Skalierungsfaktoren zu einer schwachen Konvergenz und einem starken 
Fehlerzuwachs bei der Decodierung führen. Andererseits sind große Skalierungsfaktoren für 
eine gute Approximation notwendig, eine stärkere Begrenzung des Skalierungsfaktors |a| auf 
Werte kleiner 1 führt zu deutlich schlechteren Approximationsergebnissen. 

6.2.2. Modifizierte Luminanztransformation 1. Ordnung  

Eine Möglichkeit, eine schnellere Konvergenz bei der Decodierung mit geringerem Fehlerzu-
wachs zu erzielen, besteht darin, die zuvor beschriebene Luminanztransformation 1. Ordnung 
zu modifizieren. Das zu codierende Bild R wird hierzu als additive Überlagerung von zwei 
Teilbildern betrachtet. Das Teilbild RDC besteht aus den Blockmittelwerten der Rangeblöcke 
fDCj ; das zweite Teilbild RAC ist mittelwertfrei und enthält die dynamischen Verläufe der 
Rangeblöcke fACj . Jedes dieser Teilbilder wird für sich aus dem Originalbild fraktal codiert, 
wobei jeweils der gleiche Codebuchblock verwendet wird: 
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Da das Mittelwertbild RDC den größten Energieanteil des zu codierenden Bildes enthält, ist es 
wichtig, den Decodierungsfehlerzuwachs für dieses Teilbild gering zu halten. Die mittlere 
Größe des Skalierungsfaktors |a| bestimmt wesentlich das Konvergenzverhalten und den 
Decodierungsfehlerzuwachs des fraktalen Codes. Es ist daher sinnvoll, den Gleichanteil eines 
Codebuchblocks nicht mit großen a-Parametern nahe -1 bzw. 1 zu skalieren. 

 
Die im folgenden vorgeschlagene modifizierte Luminanztransformation λ1mod erlaubt eine 
gleichwertige Anpassung eines Codebuchblocks an einen Rangeblock wie die konventionelle 
Luminanztransformation. Die modifizierte Transformation besitzt jedoch einige entscheiden-
de Vorteile. Nur der dynamischen Anteil des Codebuchblocks wird mit dem Faktor a skaliert, 
die Skalierung der Mittelwerte erfolgt mit einem konstanten Faktor a0 , der so gewählt werden 
kann, daß sowohl ein besseres Konvergenzverhalten bei der Decodierung als auch eine ver-
besserte Approximation mit quantisierten a/b-Parametern erzielt wird.  
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Der optimale Skalierungsfaktor aopt ergibt sich entsprechend der konventionellen 
Luminanztransformation. Durch die Dekorrelation der Transformationsparameter ist der 
optimale Offsetparameter bopt unabhängig vom Skalierungsfaktor a und ergibt sich zu: 

 
b aopt f gi i= − ⋅µ µ0  (6.16) 

Für den Approximationsfehler der modifizierten Luminanztransformation mit quantisierten 
Parametern folgt: 
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Im Gegensatz zur konventionellen Luminanztransformation sind die Quantisierungsfehler-
komponenten der a/b-Parameter unabhängig voneinander. Durch die Dekorrelation der a/b-
Werte ergeben sich jetzt für ∆a/∆b-Wertepaare konstanten Quantisierungsfehlers Ellipsen in 
achsenparalleler Lage. Hierdurch ist eine getrennte Quantisierung der a/b-Werte möglich.  

In Abb. 6.3. ist eine Verteilung der a/b-Parameter der modifizierten Luminanz-
transformation 1. Ordnung dargestellt. Die übrigen Parameter dieser Codierung entsprechen 
denen, die der in Abb. 6.2. dargestellten Verteilung zugrunde liegen. Der Wertebereich der 
Parameter der modifizierten Luminanztransformation 1. Ordnung ist durch den markierten 
Rahmen dargestellt. Der theoretisch mögliche b-Offsetbereich ergibt sich von -255 bis +255. 
Man erkennt die prädiktive Wirkung des Terms a0⋅µg (mit a0 = 0,5) an der Konzentration der 
b-Werte um 64, was der Hälfte des durchschnittlichen Mittelwerts des Bildes von 128 
entspricht. 
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Abb.  6.3.  Parameterverteilung der modifizierten Luminanztransformation 1. Ordnung mit a0 = 0,5 
bei einer Abb. 6.2. entsprechenden Codierung. Der markierte Rahmen zeigt den möglichen 
Wertebereich der a/b-Parameter.  

Der konstante Skalierungsfaktor a0, mit dem der Mittelwert des Codebuchblocks skaliert 
wird, kann im Bereich zwischen 0 und 1 gewählt werden. Dieser Wert ist so zu wählen, daß 
einerseits ein geringer Approximationsfehler mit quantisierten Luminanztransformations-
parametern erzielt wird, andererseits aber eine schnelle Konvergenz und ein geringer 
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Fehlerzuwachs bei der Decodierung erzielt wird. Der optimale Wert a0 ergibt sich zwischen 
folgenden Extremfällen: Für a0 = 0 ist die Konvergenzgeschwindigkeit maximal und es ergibt 
sich der geringstmögliche Fehlerzuwachs. Die Verteilung der b-Parameter ist dann jedoch 
maximal ausgedehnt, wodurch die Varianz der zu übertragenden b-Parameter maximal wird. 
Andererseits wirkt der Term a0 ⋅ µg wie eine Prädiktion der Rangeblockmittelwerte. Für 
größere a0-Werte wird daher die Varianz der zu übertragenden b-Parameter verringert, was 
eine effizientere Quantisierung erlaubt. Die geringste Varianz wird für a0 = 1 erzielt; dieses 
verletzt jedoch die Kontraktivitätsbedingung, wodurch der Decodierungsfehlerzuwachs 
maximal wird. In Untersuchungen wurden die besten Codierungsergebnisse für einen a0-Wert 
im Bereich von 0,5 bestimmt.  
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Abb.  6.4. Variation des konstanten Gleichanteil-Skalierungsfaktors a0. Bei quantisierten a/b- Luminanztrans-
formationsparametern ergibt sich ein Minimum des Decodierungsfehlers für a0 = 0,5. Die Größe des 
geometrischen Codebuchs betrug 5 Bit bei einer Rangeblockgröße von 4 ⋅ 4 Pixeln.  
(C / D:  Codierungs-/Decodierungsfehler unquantisiert;  
Q6 C / Q6 D: Codierungs-/Decodierungsfehler für quantisierte  
 Luminanztransformationsparameter VQ 6 Bit)  

Abb. 6.4. zeigt Codierungs- und Decodierungsfehler in Abhängigkeit vom a0-Faktor. Hierzu 
wurde ein Testbild, das Ausschnitte aus vier Standardbildern enthält, mit Rangeblöcken der 
Größe 4 ⋅ 4 Pixel codiert. Der Codierungsfehler ist im unquantisierten Fall (C) unabhängig 
von a0 . Bei der Decodierung (D) bleibt der Fehler für Werte kleiner als 0,6 nahezu konstant, 
für größere a0-Werte wird der Code instabil. Im quantisierten Fall wurden eine 
Vektorquantisierung der a/b-Werte durchgeführt. Zum Entwurf der Vektorquantisierungs-
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codebücher wurden jeweils die a/b-Wertepaare der entsprechenden unquantisierten Codierung 
als Trainingsfolge verwendet. Damit wurde sichergestellt, daß die Quantisierung jeweils an 
die veränderten a/b-Verteilungen angepaßt war. Durch die Verringerung der Varianz der b-
Parameter nimmt der Codierungsfehler (Q6 C) für steigende a0-Werte ab. Der 
Decodierungsfehlerzuwachs hingegen wächst mit steigendem a0-Wert. Das Minimum des 
Decodierungsfehlers (Q6 D) ergibt sich bei a0 = 0,5. Da bei anderen Bildern ein analoges 
Verhalten festgestellt wurde, wird der a0-Wert im folgenden fest zu 0,5 gewählt. 

 
Wird der konstante Skalierungsfaktor a0 gleich 0 gewählt, so entspricht diese Transformation 
der von Øien vorgeschlagenen Luminanztransformation (siehe Kapitel 5.4.5.).  
Betrachtet man den Approximationsfehler e

fµ
2 für den Gleichanteil eines Rangeblocks, so 

zeigt sich ein weiterer Vorteil der hier modifizierten Luminanztransformation mit a0 ≠ 0. Für 
a0 = 0 ergibt sich der Approximationsfehler direkt aus der Differenz aus Originalmittelwert µf 
und Rekonstruktionswert bq des Quantisierers. Für a0 = 0,5 hingegen ist eine Verringerung des 
Gleichanteilfehlers möglich, da nicht der quantisierte Wert allein, sondern die Addition von 
Codebuchblockmittelwert µg und Quantisiererrekonstruktionswert bq den Approximations-
wert bildet. 
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Insbesondere bei einer groben Quantisierung der Luminanztransformationsparameter kann die 
additive Rekonstruktion der Rangeblockmittelwerte von deutlichem Vorteil sein. 

6.2.3. Quantisierung der Luminanztransformationsparameter 1. Ordnung 

Eine Untersuchung der zweidimensionalen Verbundverteilungsdichten der Luminanztrans-
formationsparameter zeigt, daß die zur Codierung verwendeten a/b-Wertepaare nur einen 
Teilbereich des theoretisch möglichen Wertebereichs verwenden (vergleiche Abb. 6.2. bzw. 
Abb. 6.3.). Weiterhin sind die Verteilungen innerhalb des genutzten Bereiches ungleich-
förmig. Mit einer unabhängigen, gleichförmigen Quantisierung der a- und b-Parameter kann 
diese Verteilung nicht berücksichtigt werden.  

Vektorquantisierung der Luminanztransformationsparameter  

Eine Vektorquantisierung ermöglicht eine Anpassung der Rekonstruktionswerte an die zwei-
dimensionale Verteilung der a/b-Parameter. Zwei unterschiedliche Konzepte sind für den 
Codebuchentwurf der Luminanzvektorquantisierung vorstellbar. So kann ein allgemeines 
Luminanzcodebuch verwendet werden, das für alle Codierungen identisch ist und daher nicht 
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zum Empfänger zu übertragen werden braucht. Ein anderer Ansatz, der speziell für eine 
extrem niederratige Codierung sinnvoll sein kann, erzeugt ein an die jeweilige Codierung 
angepaßtes Luminanzcodebuch, das als Nebeninformation zum Empfänger zu übertragen ist. 

Bei einer Codierung mit Rangeblöcken konstanter Größe ist – bei Verwendung der modifi-
zierten Luminanztransformation 1. Ordnung – dasjenige Codebuch der Größe L mit den 
Elementen (a1,b1 ; a2,b2 ; ... ; al,bl ; ... ; aL,bL) optimal, mit dem die Summe der quadratischen 
Approximationsfehler über alle J Rangeblöcke nach (6.17) minimal wird: 
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Ist die Größe L des Luminanzcodebuchs kleiner als die Zahl der zu codierenden Rangeblöcke, 
so ist die Bestimmung der L optimalen Codebuchelemente nicht möglich. Bei der 
Minimierung des Fehlers nach Gleichung (6.19) entsteht ein diskretes Optimierungsproblem, 
da sich diese Gleichung nicht geschlossen lösen läßt. Die Quantisierung der optimalen 
Luminanztransformationsparameter kann dazu führen, daß ein anderer Codebuchblock mit 
veränderten Luminanztransformationsparametern einen kleineren Fehler liefert, als der 
vormals beste Codebuchblock. Aus diesem Grund ist es ebenfalls schwierig, geeignete 
Trainingsfolgen für den Entwurf allgemeiner Codebücher zu erzeugen, da Trainingsfolgen, 
die mit unquantisierten Luminanztransformationsparametern bestimmt werden, eine mögliche 
Änderung der bestgeeigneten Codebuchblöcke nicht berücksichtigen. 

 
In [WAGEMANN 1993] wurden Entwurfsverfahren für Luminanzquantisierungscodebücher 
untersucht. Gute Ergebnisse ergaben sich mit einem Verfahren, das zweidimensionale 
Histogramme der a/b-Verteilungen bestimmte. Die Zahl der Meßklassen für a- und b-
Parameter wurden jeweils an die zu erzeugenden Codebuchgrößen angepaßt. Für ein 
Codebuch der Größe L wurden die Zentren der L häufigsten Histogrammeinträge als 
Codebuchelemente verwendet. 

 
Ein weiteres Verfahren zur Bestimmung eines Luminanzcodebuchs ist mit dem LBG-
Algorithmus gegeben. Im Vergleich zum herkömmlichen LBG-Algorithmus ist eine 
Modifizierung nötig, da sich durch die codebuchblockabhängige Gewichtung der 
Quantisierungsfehler die Bestimmung der Clusterzentren (Schwerpunkte) verändert. Für ein 
Cluster mit J a/b-Paaren ergeben sich die Schwerpunktskomponenten des Skalierungs-
parameters aS und des Offsetparameters bS zu: 
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Werden diese Schwerpunktsbestimmungen beim LBG-Algorithmus verwendet, so lassen sich 
mit Trainingsfolgen, bestehend aus optimalen Luminanztransformationsparametern und den 
zugehörigen Codebuchblockvarianzen, allgemeine Luminanzcodebücher entwerfen. Abb. 6.5. 
zeigt ein auf diese Weise entworfenes Codebuch zur Vektorquantisierung der Luminanztrans-
formationsparameter 1. Ordnung. Man erkennt eine Konzentration der Rekonstruktionswerte 
bei positiven Skalierungsfaktoren. Für örtlich weiter entfernte Codebuchblöcke werden auch 
negative Skalierungsfaktoren häufiger verwendet. Da die Mittelwerte der weiter entfernten 
Codebuchblöcke weniger mit denen der Rangeblöcke korreliert sind, ergibt sich bei den 
negativen Skalierungsfaktoren eine größere Streuung der Offsetwerte. 

-100

-50

0

50

100

150

200

-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

b

Skalierungsfaktor a

Offset

 

Abb.  6.5.  Beispiel eines Codebuchs zur Vektorquantisierung der Luminanztransformationsparameter  
mit 128 Rekonstruktionswerten (7 Bit). 

Auch der Entwurf eines an eine spezielle Codierung angepaßten individuellen Luminanzcode-
buchs ist mit dem oben beschriebenen Verfahren möglich. Dieses ist jedoch sehr rechen-
intensiv, da für jede Iterationsstufe des Codebuchentwurfs das Bild einmal codiert werden 
muß. Der Algorithmus des Luminanzcodebuchentwurfs ist im folgenden Schema dargestellt: 
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Bestimmung eines an die Codierung angepaßten Luminanzcodebuchs 

0. Setzen der Codebuchgröße auf L=1. 
1. Codierung des Bildes mit dem Luminanzcodebuch der Größe L. 
 =>  Bestimmung des besten Codebuchblocks gi und des besten Quantisiererindex l  
  für alle Rangeblöcke. 
2. Bestimmung der neuen Schwerpunkte aS(l), bS(l)  für l = 1 .. L 
3.  Bestimmung der relativen Verbesserung des Codierungsergebnisses 
4. Ist die relative Verbesserung der Gesamtverzerrung kleiner als ein  

 vorgegebener Schwellwert ? 
 nein: gehe zu 1. 
5. Ist die Zielcodebuchgröße erreicht ? 
 ja: => Ende. 
 nein:  Verdoppelung der Codebuchgröße L: 
   aS(2⋅l-1) = aS(l);  aS(2⋅l) = aS(l) + ε  (ε = sehr kleiner Wert) 

                  bS(2⋅l-1) = bS(l);  bS(2⋅l) = bS(l) + ε     für l = 1 .. L 
  L  =  2⋅L,  gehe zu 1.                   

Latticevektorquantisierung 

Für qualitativ hochwertige fraktale Codierungen sind große Luminanzcodebücher notwendig. 
Hier kann der Einsatz einer Latticevektorquantisierung sinnvoll sein, bei der sich der Code-
buchentwurf vereinfacht. Die verringerte Komplexität ist ein wichtiger Vorteil, da bei großen 
Codebüchern der Rechenaufwand für die Quantisierung extrem steigt. Durch die Verwendung 
der modifizierten Luminanztransformation können die a- und b-Parameter individuell quan-
tisiert werden. Die Bestimmung der Rekonstruktionswerte kann aufgrund der regelmäßigen 
Codebuchstruktur in einem Schritt erfolgen. Mit einer zusätzlichen Entropiecodierung der 
Quantisiererindizes kann die ungleiche Verteilung der a/b-Wertepaare berücksichtigt werden. 

6.2.4. Konvergenzverhalten der Luminanztransformationen 1. Ordnung 

Die Konvergenzgeschwindigkeit während der Decodierung ist für fraktale Codes bei 
Verwendung der konventionellen Luminanztransformation ist stark von den Codierungs-
parametern und dem zu codierenden Bild abhängig. Werden kleine geometrische Codebücher 
aus der örtlichen Umgebung der Rangeblöcke in Kombination mit grob quantisierten 
Luminanztransformationsparametern verwendet, so kann sich eine sehr schwache Konvergenz 
ergeben. Bei größeren geometrischen Codebüchern und einer feineren Quantisierung der 
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Luminanztransformation erhöht sich die Konvergenzgeschwindigkeit, so daß eine 
Konvergenz nach ca. zehn Iterationen erreicht ist.  
Die folgende Abbildung 6.6. vergleicht die bisher vorgestellten Luminanztransformationen 
1. Ordnung bezüglich ihres Konvergenzverhaltens bei der Decodierung. Hierbei ist ein 
Beispiel einer äußerst schwachen Konvergenz, bedingt durch kleine geometrische Codebücher 
und eine grobe Quantisierung der Luminanztransformationsparameter, dargestellt. Bei un-
quantisierten Transformationsparametern ergibt sich nur ein minimaler Unterschied im 
Konvergenzverhalten; die modifizierte Luminanztransformation (mod.) konvergiert gering-
fügig schneller als die konventionelle Transformation (konv.). Bedingt durch die grob 
quantisierten Luminanztransformationsparameter (6 Bit) und ein kleines geometrischen 
Codebuch, ergibt sich im quantisierten Fall eine sehr schwache Konvergenz (konv. quant.). 
Durch die Verwendung der modifizierten Luminanztransformation wird das Konvergenz-
verhalten unabhängig vom Bild und den Codierungsparametern (mod. quant.). Eine 
vollständige Konvergenz wird in allen Fällen nach etwa acht Iterationen erreicht. 
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Abb.  6.6.  Vergleich des Konvergenzverhaltens bei der Decodierung von modifizierter und konventioneller 
Luminanztransformation. Mit der modifizierten Luminanztransformation wird das Konvergenz-
verhalten unabhängig von der Quantisierung und der Größe der geometrischen Codebücher. 
Hierdurch wird in allen Fällen eine vollständige Konvergenz nach ca. acht Iterationen erreicht. 
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6.3. Luminanztransformationen höherer Ordnung 

Das Hauptproblem der Luminanztransformation 1. Ordnung besteht darin, daß sowohl für 
größere als auch für komplex strukturierte Rangeblöcke in vielen Fällen nur eine unzureichen-
de Approximationsqualität erzielt werden kann. Dieser Fall tritt dann ein, wenn es keine 
Codebuchblöcke gibt, die dem Rangeblock ähnliche Strukturen besitzen. Mit einer Luminanz-
transformation 1. Ordnung, die eine ausschließliche Änderung von Kontrast und Helligkeit 
erlaubt, kann in diesem Fall keine gute Approximation des Rangeblocks erzielt werden. 

Bei der in Kapitel 5.4.6 beschriebenen Verwendung zusätzlicher externer (geometrischer) 
Codebücher besteht grundsätzlich die gleiche Problematik, da auch in diesem Fall die 
Möglichkeit besteht, daß kein geeigneter Codebuchblock verfügbar ist. Ein weiteres Problem 
stellen Codebücher großer Vektordimensionen dar. Codebücher mit Vektordimensionen 
größer 16, d. h. Codebuchblöcke mit mehr als 4 ⋅ 4 Pixeln Kantenlänge, führen zu einem 
extremen Rechenaufwand. 

Werden die schwer zu codierenden Blöcke in Rangeblöcke kleinerer Größen unterteilt, so 
vereinfacht sich in den meisten Fällen die Struktur dieser Blöcke, so daß eine bessere 
Approximation mit der Luminanztransformation 1. Ordnung möglich wird. Für den Extrem-
fall eines 1 ⋅ 1 Pixel großen Rangeblocks ist sogar eine fehlerfreie Codierung möglich, jedoch 
ist hierbei kein Codierungsgewinn mehr zu erzielen. Prinzipiell führen kleine Rangeblock-
größen zu einer Vergrößerung der Gesamtzahl der zu übertragenden Transformationen, was 
einer niederratigen Codierung entgegenwirkt.  

Eine bessere Approximation von Rangeblöcken kann mit Luminanztransformationen 
höherer Ordnungen erreicht werden. Die folgenden Abschnitte beschreiben unterschiedliche 
Realisierungen von Luminanztransformationen höherer Ordnungen. Bei der Formelnotation 
wird im folgenden der Index i des jeweiligen Codebuchblocks aus Gründen der 
Übersichtlichkeit nicht mehr angegeben. 

6.3.1. Polynomapproximation 

In unterschiedlichen Veröffentlichungen werden Erweiterungen der Luminanztransformation 
mit additiven Polynomen 1. bis 3. Grades vorgeschlagen [MONRO 1993a], [GHARAVI-
ALKHANSARI, HUANG 1994]. Zusätzlich zum skalierten Codebuchblock werden gewichtete 
lineare Rampen, Parabeln und kubische Funktionen in x- bzw. y-Richtungen zur Approxima-
tion eines Rangeblocks verwendet. Mischterme der Form xu⋅yv (mit u ≥ 1 und v ≥ 1) kommen 
nicht zum Einsatz. Gleichung (6.21) zeigt als Beispiel eine Luminanztransformation 7. Ord-
nung, die additive lineare, quadratische und kubische Terme zur Approximation verwendet. 
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 ( ) ( )λ 7
2 2 3 3g = ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅a g m,n b c x c y d x d y e x e yx y x y x y  (6.21) 

Ein anderer Ansatz sieht neben der linearen Skalierung des Codebuchblocks eine zusätzliche 
quadratische Skalierung des Codebuchblocks vor [VINES 1993]. Hierbei sind die Kontraktivi-
tätsbedingungen bei der Wahl der Skalierungsfaktoren für den linearen (a1) und den 
quadrierten (a2) Codebuchblock zu beachten. 

 ( ) ( ) ( )λ 4 2
2

1g = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅a g m,n a g m,n b c x c yx y  (6.22) 

Wird die Wahl der Luminanztransformationsordnung nicht-adaptiv realisiert, d. h. werden 
Luminanztransformationen höherer Ordnungen für alle Rangeblöcke verwendet, so erhöht 
dies die Menge der zu übertragenden Transformationsparameter erheblich.  

Mit den Luminanztransformationen mit zusätzlicher Polynomapproximation ist eine 
verbesserte Approximationsqualität erzielbar. Die grundsätzliche Problematik, daß ein Teil 
der kompliziert bzw. hochfrequent strukturierten Rangeblöcke nicht gut approximiert werden 
kann, bleibt aber bestehen und kann auch durch diese Transformationen nicht gelöst werden. 
Weiterhin ist durch die Verwendung der additiven Polynome keine stark verbesserte 
Approximationsqualität zu erwarten, denn, wie im Kapitel zur geometrischen Transformation 
gezeigt wurde, lassen sich die relativ einfachen niederfrequenten Funktionsverläufe von Code-
buchblöcken, die mit solchen Polynomen beschrieben werden können, ohnehin sehr gut durch 
fraktale Approximationen mit einer Luminanztransformation 1. Ordnung approximieren. 

Eine weitere Problematik besteht darin, daß die Parameter dieser Luminanztrans-
formationen nicht linear unabhängig sind. Daher müssen für eine optimale Quantisierung alle 
Parameter gemeinsam quantisiert werden. 

6.3.2. Fraktale Approximation mittels Linearkombination orthogonaler 
Codebuchblöcke 

Ein Ansatz, der über die zuvor beschriebenen Erweiterungen der Luminanztransformation 
hinausgeht, wurde von Vines vorgeschlagen [VINES 1994]. Um eine verbesserte 
Approximation zu ermöglichen, wird eine Linearkombination mehrerer orthogonaler 
Codebuchblöcke zugelassen. Dieses entspricht einer Transformationscodierung, wobei die 
verwendeten Basisbilder (die Codebuchblöcke) bildabhängig festgelegt werden. Eine 
Adaptation an die Komplexität des zu codierenden Rangeblocks wird dadurch gewährleistet, 
daß die Ordnung der Luminanztransformation, d. h. die Zahl der verwendeten 
Codebuchblöcke, variabel gehalten wird.  
Ein konstanter Gleichanteil und zwei Rampenfunktionen in x- und y-Richtung werden als 
feste Basisbilder verwendet. Zusätzlich wird für jedes zu codierende Bild ein Set von 
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Codebuchblöcken g festgelegt. Dieses Set wird orthogonalisiert und stellt in dieser Form die 
zur Approximation verwendeten zusätzlichen Basisbilder ~g  dar. Die folgende Gleichung 
zeigt eine Luminanztransformation der Ordnung K:  

 
( ) ( ) ( )$ , ~ ,f m n b c x c y a g m nK x y k k

k

K
= ⋅ = + ⋅ + ⋅ + ⋅

=

−

∑λ
1

2

 (6.23) 

Durch die Verwendung der orthogonalisierten Codebuchblöcke ist eine fehlerfreie 
Approximation aller Rangeblöcke bei der Codierung möglich. Im Gegensatz zur Polynom-
approximation sind die Skalierungsfaktoren bzw. Gewichte der Basisbilder aufgrund der 
Orthogonalität der Basisbilder linear unabhängig. Bei der Bestimmung der 
Transformationsbasis auf der Coderseite sind folgende Bedingungen einzuhalten: 

•  Die Transformationsbasis muß orthogonal sein. 

•  Die Transformationsbasis sollte eine hohe Energiepackungseffizienz besitzen, um gute 
Approximationen mit möglichst wenigen Basisfunktionen zu erzielen.  

•  Zur Erfüllung der Kontraktivitätsbedingung werden für das Set der Codebuchblöcke, aus 
denen die Transformationsbasis erzeugt wird, besonders varianzstarke Blöcke ausgewählt, 
um die zur Approximation verwendeten Skalierungsfaktoren betragsmäßig klein zu halten. 

Vines schlägt unterschiedliche Methoden zur Erzeugung der Transformationsbasen vor. Die 
besten Ergebnisse werden mit einer "Kovarianzmethode" erzielt. Hierbei wird iterativ jeweils 
das Basisbild festgelegt, das mit allen Rangeblöcken maximal korreliert ist. Zur Bestimmung 
des nächsten Basisbildes werden alle Rangeblöcke bezüglich des letzten Basisbildes 
orthogonalisiert. Aus diesen Rangeblöcken wird dann das nächste Basisbild bestimmt (etc.). 
Sind alle Basisbilder bestimmt, so werden in einem nächsten Schritt die Codebuchblöcke 
bestimmt, die dieses Transformationssystem am besten repräsentieren. Hierzu wird für jedes 
Basisbild ein solcher Codebuchblock ausgewählt, für den sich eine maximale Korrelation 
ergibt. Das Set der ausgewählten Codebuchblöcke wird schließlich mit einer 
"Gram-Schmidt"-Methode orthogonalisiert und stellt dann die endgültige zur Codierung 
verwendete Transformationsbasis dar.  

Für jeden Rangeblock werden die quantisierten Gewichte bzw. Skalierungsfaktoren der 
Basisbilder übertragen, deren Energie über einer vorgegebenen Schwelle liegt. Weiterhin 
müssen dem Decoder die Indizes der zur Erstellung der Transformationsbasis verwendeten 
Codebuchblöcke als Nebeninformation mitgeteilt werden. Zur Decodierung wird das Set der 
für die Transformationsbasis verwendeten Codebuchblöcke dem Bild entnommen. Auf diese 
Blöcke wird die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung angewendet, um eine Approximation der 
Transformationsbasis zu erzeugen. Die Rangeblöcke des Bildes werden dann aus den 
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gewichteten Basisbildern approximiert. Diese Schritte werden iterativ bis zur Konvergenz des 
Bildes wiederholt. 

Zwei Probleme stellen sich bei der fraktalen Codierung mittels Linearkombination von 
orthogonalisierten Codebuchblöcken. Trotz der Erzeugung der Basisbilder aus varianzstarken 
Codebuchblöcken ist nicht gewährleistet, daß alle Skalierungsfaktoren betragsmäßig kleiner 1 
sind. Daher ergeben sich bei der Codierung zusätzliche Approximationsfehler durch die 
Begrenzung der Skalierungsfaktoren. Werden die Skalierungsfaktoren nicht begrenzt, so wird 
die Kontraktivitätsbedingung verletzt und es entsteht ein starker Decodierungsfehlerzuwachs.  

Das größere Problem dieses Codierungsschemas besteht jedoch darin, daß nicht 
sichergestellt werden kann, daß die Transformationsbasen auf Coder- und Decoderseite 
identisch sind. Speziell bei einer Quantisierung der Transformationskoeffizienten werden sich 
das decodierte Bild und somit auch die Basisfunktionen des Decoders von denen des Coders 
unterscheiden. Eigene Versuche haben gezeigt, daß sich bei diesem Verfahren nur für die 
niederfrequenten Basisbilder Entsprechungen bei Coder und Decoder ergaben. Bei Blöcken 
der Größe 8 ⋅ 8 Pixel unterschieden sich die Basisbilder schon ab dem achten bis zehnten 
Basisbild erheblich. 

6.4. Fraktale Approximation im Frequenzbereich 

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden unterschiedliche neue Codierungsprinzipien 
entwickelt, die eine Approximation der Rangeblöcke im Frequenzbereich vornehmen. Für die 
Transformation der Bildblöcke in den Frequenzbereich kann dabei jede beliebige lineare 
Transformation verwendet werden. Aufgrund der starken Energiepackungseffizienz bei 
Bilddaten wurde jedoch ausschließlich die Diskrete Cosinus-Transformation (DCT) 
verwendet. Durch die Festlegung der Transformationsbasis kann das im letzten Abschnitt 
geschilderte Problem der abweichenden Transformationsbasen bei Codierung und 
Decodierung umgangen werden. 

 
Im folgenden werden die Spektren der Range- (F) und Codebuchblöcke (G) durch fette 
Großbuchstaben gekennzeichnet. Normale Großbuchstaben bezeichnen die Spektral-
koeffizienten der entsprechenden Blöcke, wobei aus Gründen der Übersichtlichkeit eine 
eindimensionale Indizierung der Spektralkoeffizienten nach dem Zickzack-Scan vor-
genommen wurde (Abb. 6.7.). So bezeichnet z. B. F0 den Gleichanteil eines Rangeblocks. 
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Abb.  6.7.  Adressierungsschema des Zickzack-Scans (links). Die zweidimensionalen horizontalen und 
vertikalen Variablen v und u werden auf den eindimensionalen Laufindex l abgebildet. 
Das Approximationsprinzip der modifizierten Luminanztransformation 1. Ordnung im 
Frequenzbereich ist dargestellt (Mitte und rechts). Hierbei wird der Gleichanteil (DC) des 
Codebuchspektrums G0 mit 0,5 skaliert und der Offset b addiert. Alle Wechselanteils-
koeffizienten (AC) werden mit dem gleichen Faktor a skaliert. 

Eine Approximation mit einer universellen Luminanztransformation im Frequenzbereich Λ ist 
mit Gleichung (6.24) gegeben. Entsprechend der Approximation im Ortsbereich ist jetzt für 
jeden Spektralkoeffizienten individuell sowohl eine Skalierung al als auch ein Offset bl 
möglich.  
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Diese Approximationsvorschrift ist überbestimmt, da N⋅N Koeffizienten eines Rangeblock-
spektrums mit 2⋅N⋅N Transformationsparametern beschrieben werden. Daher kann eine Lumi-
nanztransformation dieser Form nicht zur Datenreduktion eingesetzt werden. Wie im folgen-
den beschrieben wird, können jedoch vereinfachte Versionen dieser Transformation verwen-
det werden. Eine Vielzahl möglicher Transformationen ergeben sich durch Untermengen der 
durch Gleichung (6.24) beschriebenen Transformation. Die modifizierte Luminanztransforma-
tion 1. Ordnung ergibt sich beispielsweise als Spezialfall dieser Luminanztransformation mit 
a0 = 0,5 und al = a für  l = 1 ... N2-1,  b0 = b  und bl = 0  für  l = 1 ... N2-1 (siehe Abb. 6.7.).  
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Die Kontraktivität der Luminanztransformation Λ kann über das Parseval-Theorem im 
Frequenzbereich bestimmt werden. Hierbei seien P und Q zwei beliebige Blockspektren. 

( ) ( )( ) ( )e s eΛ ΛP Q P Q, ,≤ ⋅  
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Durch eine Abschätzung des linken Terms  
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folgt für den Kontraktivitätsfaktor s der Luminanztransformation Λ : 

 ( )s al= max
 (6.27) 

Dies bedeutet, daß die Kontraktivität ausschließlich vom maximalen Skalierungsfaktor al 
abhängt, eine Abhängigkeit von den additiven Spektralkomponenten bl besteht nicht. 

6.4.1. Zonale Skalierung im Frequenzbereich  

Bei der Untersuchung der Abhängigkeit des Approximationsfehlers von der Größe des 
Codebuchs zur Quantisierung der Luminanztransformationsparameter 1. Ordnung fällt auf, 
daß bei Codebuchgrößen von 7 bis 8 Bit eine Sättigung der Approximationsfehler-
verbesserung eintritt. Dies ist nicht verwunderlich, da die Approximation maximal die 
Qualität des unquantisierten Fall erreichen kann. Ein erster Ansatz zur Verbesserung der 
Approximationsqualität eines Rangeblocks bestand daher darin, den Skalierungsfaktor a nicht 
mehr für alle dynamischen Spektralkoeffizienten konstant zu halten, sondern eine zonale 
Skalierung im Frequenzbereich zu verwenden. Mehrere Spektralkoeffizienten werden jeweils 
in Regionen zusammengefaßt, für die dann ein individueller Skalierungsfaktor gewählt wird. 
Dies ist z. B. dann sinnvoll, wenn ein Bereich des Codebuchspektrums dem Range-
blockspektrum ähnlich ist, andere Bereiche hingegen unterdrückt werden müssen, da diese 
spektralen Anteile im Rangeblockspektrum nicht enthalten sind. Bei einer optimalen 
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Anpassung der Skalierungsfaktoren an jede Region ergibt sich eine verbesserte 
Approximationsqualität. 

Eine Luminanztransformation der Ordnung K unterteilt das Wechselanteilsspektrum eines 
Codebuchblocks in K Regionen R1 bis RK, die mit individuellen Faktoren a1 bis aK skaliert 
werden.  
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Die Region R0 beschreibt immer den Gleichanteilskoeffizienten, der entsprechend der 
modifizierten Luminanztransformation 1. Ordnung angepaßt wird. Die Partitionierung des 
Spektrums wird über Maskierungsmatrizen Mk beschrieben, die auf der Hauptdiagonalen für 
diejenigen Koeffizienten gleich 1 sind, die zur Region Rk gehören. Alle anderen Matrix-
elemente sind gleich 0. Die Summe der Maskierungsmatrizen ergibt die Einheitsmatrix I. Das 
für eine Transformation verwendete Set der Maskierungsmatrizen wird als Maske bezeichnet. 
Abb. 6.8. zeigt ein Beispiel einer Aufteilung eines Spektrums in vier Regionen bei einer 
Luminanztransformation 3. Ordnung.  
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Abb.  6.8.  Beispiel einer Luminanztransformation 3. Ordnung mit zonaler Skalierung im Frequenzbereich. 
Die Frequenzbereichspartition wird durch die links dargestellte Maske mit den Regionen R0 bis 
R3 beschrieben. Die Skalierungsfaktoren der einzelnen Spektralkoeffizienten sind rechts 
dargestellt. 

Der Offsetwert zur Approximation des Gleichanteils b0 ist wie bei der modifizierten Lumi-
nanztransformation 1. Ordnung zu wählen. Für den optimalen Skalierungsfaktor ak opt einer 
Region Rk ergibt sich bei rein multiplikativer Anpassung: 
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Um die Kontraktivitätsbedingung einzuhalten, müssen alle Skalierungsfaktoren ak auf den 
Bereich (-1 , 1) begrenzt werden. Der Approximationsfehler nach Begrenzung bzw. Quanti-
sierung der Luminanztransformationsparameter ergibt sich entsprechend Gleichung (6.19.), 
wobei jetzt die Varianzen bzw. Kovarianzen nicht mehr über das gesamte dynamische 
Spektrum sondern jeweils für die Regionen Rk bestimmt werden:  
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 mit und∆ ∆a a a b b bk k opt k opt= − = −0 0 0    (6.31) 

Eine gute Approximationsqualität ist durch eine Vielzahl unterschiedlicher Frequenzbereichs-
partitionen bzw. Masken zu erzielen; gleichzeitig wird hierdurch jedoch die Menge der zu 
übertragenden Nebeninformation erhöht. Der Entwurf geeigneter Partitionierungen ist nicht 
trivial, da die Anzahl der theoretisch möglichen Partitionen extrem groß ist. In [VOYÉ 1993] 
finden sich Untersuchungen zur Bestimmung geeigneter Partitionen und vergleichende 
Untersuchungen mit der Luminanztransformation 1. Ordnung.  

Um die Leistungsfähigkeit der Luminanztransformation mit zonaler Skalierung im 
Frequenzbereich abschätzen zu können, wurde zunächst eine Untersuchung mit 
unquantisierten, aber begrenzten Skalierungsfaktoren durchgeführt. Für eine Luminanztrans-
formationen einer bestimmten Ordnung wurden alle möglichen Masken zugelassen, d. h. für 
jedes Range-Codebuchblockpaar wurde jeweils die bestgeeignete Maske bestimmt. Hierbei 
zeigten sich zwei Tendenzen. Im Vergleich zur Luminanztransformation 1. Ordnung kann 
eine deutlich verbesserte Approximationsqualität erzielt werden. Bei steigender Ordnung der 
Luminanztransformationen tritt jedoch eine Sättigung der Fehlerverbesserung ein. Eine 
Verwendung von Transformationsordnungen größer 5 bei Blöcken der Größe 4 ⋅ 4 Pixel und 
größer 8. Ordnung bei 8 ⋅ 8 Pixel großen Blöcken bringt nur noch unwesentliche Fehler-
verbesserungen. Selbst für den Extremfall der maximal möglichen Transformationsordnung, 
bei der jedem Spektralkoeffizienten ein individueller Skalierungsfaktor zugeordnet ist, läßt 
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sich keine fehlerfreie Approximation erzielen, da viele Skalierungsfaktoren aufgrund der 
Kontraktivitätsbedingung auf ±1 begrenzt werden müssen (siehe Abb. 6.9.). 
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Abb.  6.9.  Abhängigkeit des mittleren quadratischen Approximationsfehlers von der Luminanztransformations-
ordnung. Die gebrochenen Zahlen der Luminanztransformationsordnungen ergeben sich aus den 
Mittelwerten der verwendeten Ordnungen. Bei einer Erhöhung der Ordnung der Luminanztrans-
formation mit zonaler Skalierung im Frequenzbereich ist eine deutliche Verbesserung der Approxi-
mationsqualität zu erzielen. Für sehr große Ordnungen läßt sich jedoch nur noch eine geringfügige 
Approximationsfehlerverbesserung erzielen. (Bild: "Testbild", geometrische Suchumgebung 4 Bit) 

Da der Aufwand zur Übertragung der Masken, mit denen die Partitionierung des Spektrums 
beschrieben wird, möglichst gering gehalten werden muß, wurde in einem zweiten Schritt die 
große Menge der theoretisch möglichen Masken reduziert. Für jede Luminanztransformations-
ordnung wurden die bestgeeigneten Maskenformen bestimmt. Die ermittelten bestgeeigneten 
Maskenformen zeichnen sich dadurch aus, daß sie eine individuelle Skalierung einer 
Richtungskomponente oder der energiereichen tieffrequenten Spektralkoeffizienten 
ermöglichen.  

 

Abb.  6.10.  Bestgeeignete Maskenformen für Blöcke der Größen 4 ⋅ 4 der Luminanztransformation mit 
zonaler Skalierung der Ordnung 2 (1. Zeile) und 3 (2. Zeile). Die Flächen gleicher 
Schattierung repräsentieren jeweils eine Region mit gleichem Skalierungsfaktor. 
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Abb.  6.11.  Bestgeeignete Maskenformen für Blöcke der Größen 8 ⋅ 8 Pixel der Luminanztransformation 
mit zonaler Skalierung der Ordnung 2 (1. Zeile) und 3 (2. Zeile). Die Flächen gleicher 
Schattierung repräsentieren jeweils eine Region mit gleichem Skalierungsfaktor. 

Abb. 6.10. und 6.11. zeigen die in Meßreihen ermittelten vier bestgeeigneten Masken der 
Luminanztransformationsordnungen 2 und 3 für Blöcke der Kantenlänge 4 und 8 Pixel. 
 
Eine Luminanztransformation der Ordnung K besitzt eine Parameterverteilung in einem 
(K+1)-dimensionalen Raum. Um die statistische Verteilung der Transformationsparameter 
möglichst gut repräsentieren zu können, kann zur Quantisierung wie für die 
Luminanztransformation 1. Ordnung eine Vektorquantisierung eingesetzt werden.  

 
Abb. 6.12. vergleicht die Approximationsqualitäten von Codierungen mit Luminanztrans-
formationen unterschiedlicher Ordnungen bei variabler Codebuchgröße und Quantisierung der 
Luminanztransformationsparameter. Bei kleinen Codebuchgrößen (5 Bit) liefert die 
Luminanztransformation 1. Ordnung das beste Approximationsergebnis. Bei Erhöhung des 
Quantisierungsaufwandes vermindert sich der Fehler für die Luminanztransformation 
1. Ordnung jedoch weniger stark als für die Luminanztransformationen höherer Ordnungen. 
Bei größeren Codebüchern (ab 7 Bit) sind bessere Codierungsergebnisse mit einer 
Luminanztransformation 2. Ordnung zu erzielen. Wird der Quantisierungsaufwand weiter 
gesteigert, so kann schließlich mit Transformationen 3. und 4. Ordnung noch ein geringfügig 
besseres Codierungsergebnis erzielt werden. Die Verwendung mehrerer Masken einer 
Transformationsordnung ist nicht sinnvoll. Es ist günstiger, die Größe des VQ-Codebuchs zu 
vergrößern, als diese Bits zur Unterscheidung von unterschiedlichen Masken von 
Luminanztransformationen gleicher Ordnung zu verwenden. 
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Aufwand zur Übertragung der Luminanztransformation [Bit] 
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Abb.  6.12.  Abhängigkeit des Codierungsfehlers vom Quantisierungsaufwand der Luminanztrans-
formation (1. Ordnung - 4. Ordnung). Die geometrische Codebuchgröße betrug in allen 
Fällen 4 Bit bei einer Rangeblockgröße von 4 ⋅ 4 Pixeln. Bei den Codierungen mit vier 
Masken wurden 2 Bits zur Unterscheidung der Masken verwendet. Die Kurve der 
Luminanztransformation 1. Ordnung ist zum Vergleich fett dargestellt. 
(K = Ordnung der Luminanztransformation,  
 M = Zahl der unterschiedlichen Masken der Luminanztransformation gleicher Ordnung).  

Eine Luminanztransformation mit zonaler Skalierung im Frequenzbereich erlaubt bei glei-
chem Quantisierungsaufwand eine bessere Approximationsqualität als die Luminanztrans-
formation 1. Ordnung. Für eine niederratige Codierung muß die Luminanztransformations-
ordnung jedoch adaptiv an den zu codierenden Block angepaßt werden. Durch die aufgrund 
der Kontraktivitätsbedingung notwendige Beschränkung der Skalierungsfaktoren kann jedoch 
auch mit dieser Luminanztransformation keine fehlerfreie Approximation für beliebige 
Rangeblöcke erzielt werden. 
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6.4.2. Fraktale Transformationscodierung 

Die fraktale Codierung nutzt die zwischen unterschiedlichen Auflösungssstufen (Skalierungs-
stufen) eines Bildes vorhandene Redundanz (Interblock-Redundanz) zur Datenreduktion. Die 
Transformationscodierung (TC) hingegen erzielt ihren Codierungsgewinn indem sie Redun-
danzen innerhalb von Bildblöcken reduziert (Intrablock-Redundanz). In [MURPHY 1993] wird 
ein hybrides Verfahren beschrieben, das für ein fraktal codiertes Bild eine zusätzliche 
Codierung des Approximationsfehlerbildes mit einer Transformationscodierung vornimmt. 
Hierdurch wird eine fehlerfreie Approximation aller Rangeblöcke möglich. Aufgrund der 
hochfrequenten Charakteristik des Approximationsfehlersignals kann durch die Trans-
formationscodierung des Fehlerbildes jedoch kein großer Codierungsgewinn erzielt werden.  

Mit der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten fraktalen Transformationscodierung (FTC) 
werden die fraktale Codierung und die Transformationscodierung auf eine effizientere Weise 
vereinigt. Mit der FTC läßt sich eine fehlerfreie Approximation von beliebigen Rangeblöcken 
bei verringerter Entropie sowohl gegenüber der Transformationscodierung als auch der 
fraktalen Codierung erzielen.  

Das Prinzip der FTC besteht darin, ein Rangeblockspektrum entsprechend Gleichung 
(6.24) durch die bestmögliche Kombination aus fraktaler und Transformationscodierung zu 
approximieren. Im Gegensatz zur Codierung mit zonaler Skalierung im Frequenzbereich wird 
auch eine additive Anpassung von Spektralkoeffizienten zugelassen. Die Approximation eines 
Spektralkoeffizienten eines Rangeblocks erfolgt entweder fraktal oder mittels der Transfor-
mationscodierung. Der Großteil der dynamischen Spektralkoeffizienten eines Rangeblocks 
wird fraktal approximiert. Nur diejenigen Spektralkoeffizienten, für die keine gute fraktale 
Approximation möglich ist, werden von der fraktalen Codierung ausgeschlossen und indivi-
duell wie bei der Transformationscodierung codiert. Durch die kombinierte Approximation 
kann in vielen Fällen schon mit extrem wenigen transformationscodierten Spektral-
koeffizienten eine sehr gute Approximationsqualität erzielt werden.  

Eine FTC-Luminanztransformation der Ordnung K, bei der K-1 dynamische Spektral-
koeffizienten additiv angepaßt werden, ist durch Gleichung (6.32) formuliert. 

 ( )$ , *F G M G B M G M F= = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅Λ K K K qb a0 5 0 0 0  (6.32) 
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Abb.  6.13.  Vergleich der Approximationsschemata von fraktaler Codierung, fraktaler Transformationscodierung 
und Transformationscodierung. Die fraktale Codierung approximiert einen Rangeblock durch einen 
skalierten, in der Helligkeit angepaßten Codebuchblock. Die Transformationscodierung verwendet 
keine Skalierung von Codebuchblöcken. Der Rangeblock wird durch die (quantisierten) spektralen 
Gewichte approximiert. Die fraktale Transformationscodierung vereinigt beide Prinzipien, indem sie 
einen Großteil des Rangeblockspektrums fraktal approximiert; nur schwer zu approximierende 
Spektralkomponenten werden – wie bei der Transformationscodierung – explizit auf ihre Gewichte 
gesetzt. (Beispiel einer FTC-Luminanztransformation 3. Ordnung) 

 

Die Maskierungsmatrix MK beschreibt in diesem Fall die Region der Spektralkoeffizienten R, 
die gemeinsam fraktal durch das mit dem Faktor a skalierte Codebuchspektrum approximiert 
werden (siehe Kapitel 6.4.1). Für die restlichen K-1 dynamischen Spektralkoeffizienten, 
maskiert durch die Matrix M*K, wird der jeweilige Skalierungsfaktor al zu 0 gesetzt. Die 
additiven bl-Werte werden entsprechend den (quantisierten) Gewichten der Spektral-
koeffizienten des Rangeblocks Fq eingestellt. Diese Spektralkoeffizienten können fehlerfrei 
approximiert werden, da für die additiven bl-Werte keine Beschränkung durch die Kontrak-
tivitätsbedingung nötig ist. Durch den Ausschluß dieser schwer zu approximierenden 
Spektralkoeffizienten von der fraktalen Approximation wird weiterhin eine verbesserte 
fraktale Approximation für den Rest des Rangeblockspektrums erzielt. 
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Abb. 6.13. vergleicht die Approximationsschemata der konventionellen fraktalen 
Blockcodierung (FBC) mit der fraktalen Transformationscodierung und der Transformations-
codierung.  

 
Der Approximationsfehler für einen Rangeblock ergibt sich bei einer FTC-Codierung mit 
quantisierten Transformationsparametern aus drei Anteilen: dem Gleichanteilsfehler, den 
Quantisierungsfehlern der individuell gesetzten Spektralkoeffizienten und dem Approxima-
tionsfehler der fraktalen Codierung des restlichen dynamischen Spektrums: 
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Für die optimalen Transformationsparameter ergibt sich: 
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Auswahl der individuell codierten Spektralkoeffizienten 

Für eine niederratige Codierung muß auch bei der fraktalen Transformationscodierung die 
Ordnung der Luminanztransformation adaptiv an den zu codierenden Rangeblock angepaßt 
werden. Ein Problem ist die Festlegung der Maskierungsmatrix, d. h. die Auswahl derjenigen 
Spektralkoeffizienten, die mittels Transformationscodierung codiert werden. Bei Blöcken mit 
einer Kantenlänge von N Pixeln gibt es für eine FTC-Luminanztransformation der Ordnung K 
bei einer Anzahl von Iγ geometrischen Codebuchblöcken eine Gesamtzahl von  
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− ⋅ −
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zu überprüfenden Kombinationen. Da diese Zahl schnell extrem groß wird, muß eine 
suboptimale Auswahl getroffen werden. In Kapitel 7 wird ein adaptives Codierungsverfahren 
beschrieben, bei dem sukzessive die Ordnung der Luminanztransformation erhöht wird. 
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Hierbei werden Positionen von zuvor individuell codierten Spektralkoeffizienten nicht mehr 
verändert. Dadurch reduziert sich die Zahl der möglichen Kombinationen auf 

( )I N k
k

K

γ ⋅ −
=

−

∑ 2

1

1

. 

Wird die Luminanztransformationsordnung einer FTC-Approximation von K auf K+1 erhöht, 
so muß ein zusätzlicher Spektralkoeffizient bestimmt werden, der individuell über die 
Transformationscodierung approximiert wird. Dies ist nicht notwendigerweise derjenige 
Koeffizient, der zuvor den größten Fehleranteil lieferte, da die verbesserte fraktale 
Approximation des dann kleineren Restspektrums ebenfalls einen Beitrag zur 
Fehlerverringerung liefern kann. Der beste neue Koeffizient ist derjenige, für den das 
Maximum der Fehlerabnahme für den gesamten Rangeblock erzielt wird.  

Es ist sinnvoll, das Maximum der Fehlerabnahme und nicht das Minimum des neuen 
Fehlers zu bestimmen. Hiermit wird einerseits berücksichtigt, daß mit quantisierten 
Parametern der neue Fehler mit einem zusätzlichen Koeffizienten höher als der alte Fehler 
sein kann. Weiterhin kann über die Maxima der fraktale Code bildglobal optimiert werden, 
indem jeweils der Code desjenigen Rangeblock geändert wird, der für das gesamte Bild die 
maximale Fehlerverbesserung liefert (siehe Kapitel 7).  

In der folgenden Gleichung bezeichnen die gestrichenen Variablen jeweils die Werte der 
neuen Approximation mit der zusätzlichen individuellen Anpassung des Spektralkoeffizienten 
mit Index t. 
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Hierbei bezeichnen: 
I.:  Differenz des quantisierten Gleichanteilfehlers 
II.:  Fehlerabnahme des vormals fraktal angepaßten Koeffizienten t 
III.:  Fehlerzunahme durch die Quantisierung des neuen  
 additiv angepaßten Koeffizienten t 
IV.:  Fehlerdifferenz der fraktalen Anpassung des restlichen Spektrums  
 ohne den Koeffizienten t 
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Quantisierung der FTC-Transformationsparameter 

Die FTC-Transformationsparameter bestehen neben den Luminanztransformationsparametern 
1. Ordnung aus der Information über die Positionen und Werte der individuell codierten 
Spektralkoeffizienten. Für die Quantisierung der additiven Spektralkoeffizienten wurde eine 
individuelle gleichförmige Quantisierung verwendet. In [SCHÜTTEMEYER 1994a, -b] wurde 
eine eingehende Untersuchung der FTC-Codierung durchgeführt und unterschiedliche 
Verfahren zur effizienten Codierung der Positionen und der Quantisiererindizes untersucht. 
Eine Verwendung der JPEG-Huffmantabellen zur kombinierten Codierung von Lauflänge und 
Quantisiererindizes war aufgrund der veränderten Statistik der FTC-Koeffizienten nicht 
effizient. Die besten Ergebnisse wurden mit einem UVLC-Verfahren (Universal-Variable-
Length-Coding) erzielt, das eine gleichzeitige Codierung von Position und Indizes blocküber-
greifend über eine Lauflängencodierung der Bitplanes verwendet [DELOGNE, MACQ 1991].  

6.4.3. Vergleich von Transformationscodierung und fraktaler 
Transformationscodierung 

Mit der fraktalen Codierung lassen sich im Gegensatz zur Transformationscodierung 
blockübergreifende Redundanzen reduzieren. Im Kapitel zur geometrischen Transformation 
wurde gezeigt, daß für bestimmte eindimensionale Signale, wie z. B. Rampen oder 
Intensitätssprünge, mit einer fraktalen Codierung ohne geometrische Transformation eine 
Approximation mit nur zwei Parametern, der Skalierung und dem Intensitätsoffset, schon eine 
sehr gute Approximationsqualität erzielt werden kann. Für solche Signale besitzt die fraktale 
Codierung einen Codierungsgewinn gegenüber der Transformationscodierung, bei der für eine 
Rampe mehrere niederfrequente Spektralkoeffizienten, zur Codierung eines Sprungs sogar 
alle Transformationskoeffizienten notwendig sind. Beim Übergang von ein- zu 
zweidimensionalen (Bild-)Signalen quadriert sich die Zahl der spektralen TC-Koeffizienten. 
Die fraktale Codierung hingegen kann auch zweidimensionale homogene Hellig-
keitsübergänge bzw. Kanten beliebiger Richtung auf die gleiche Weise mit nur zwei 
Transformationsparametern codieren. Allgemein ist zu erwarten, daß der Codierungsgewinn 
der fraktalen Codierung mit steigender Dimensionalität des zu codierenden Signals steigt 
(siehe Ausblick zur dreidimensionalen Videocodierung). 

Ein Problem der fraktalen Codierung sind qualitativ hochwertige Codierungen von Bildern. 
Mit der vorgestellten fraktalen Transformationscodierung ist jedoch eine Möglichkeit hierzu 
gegeben. Um die Codierungseffizienz der FTC mit der Transformationscodierung vergleichen 
zu können, müssen die Entropien der jeweiligen Transformationsparameter bestimmt werden. 
Im Kapitel 8 finden sich vergleichende Untersuchungen unterschiedlicher Codierungs-
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verfahren. Da diese Verfahren jedoch adaptiv und zum Teil mit variablen Blockgrößen 
arbeiten, ist ein direkter Vergleich der Codierungsgewinne nur schwer möglich. 
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Abb.  6.14.  Vergleich der Entropie der dynamischen Koeffizienten für Codierungen mit der 
Transformationscodierung (TC) und der fraktalen Transformationscodierung (FTC).  
Die Ersparnis in Bits unter Einbeziehung der geometrischen Suchumgebung von 3 Bit ist 
absolut (in Bits) und relativ (in %) dargestellt. (Blockgröße 8 ⋅ 8 Pixel) (Bild: Lena) 

Abb. 6.14. zeigt einen Vergleich der FTC mit der TC bei einer Codierung mit konstanter 
Blockgröße von 8 ⋅ 8 Pixeln. Da der Quantisierungsaufwand für den Gleichanteil bei der 
Transformationscodierung annähernd dem Aufwand zur Quantisierung der Parameter der 
fraktalen Luminanztransformation 1. Ordnung entspricht, wurden nur die dynamischen 
Spektralkoeffizienten der beiden Transformationen quantisiert. Bei der FTC-Codierung wurde 
ein geometrisches Codebuch mit acht Codebuchblöcken verwendet. Abb. 6.14. zeigt den 
Vergleich der Entropie der dynamischen Koeffizienten in Abhängigkeit vom 
Approximationsfehler. Man erkennt, daß besonders bei mittleren Codierungsfehlern die 
Entropie der FTC gegenüber der TC deutlich reduziert ist, da der gleiche 
Approximationsfehler mit deutlich weniger individuell codierten Spektralkoeffizienten erzielt 
werden kann. Für sehr kleine Fehler geht die FTC in die TC über, da dann immer mehr 
Spektralkoeffizienten individuell codiert werden. 
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Zusätzlich zum objektiven Codierungsgewinn zeichnen sich FTC-codierte Bilder durch eine 
subjektiv verbesserte Bildqualität aus. In Abb. 6.15. werden Ausschnitte eines trans-
formationscodierten Bildes und eines FTC-codierten Bildes mit gleichem Fehler verglichen. 
Man erkennt die reduzierten Blockeffekte und die schärferen Kanten bei der FTC-Codierung. 

 

   

 

   

Abb.  6.15.  Vergleich der subjektiven Qualität zweier Ausschnitte eines TC-codierten Bildes  
(JPEG-Standard) (oben) und eines FTC-codierten Bildes (unten). Bei gleichem objektiven 
Fehler (30,2 dB PSNR) besitzt das FTC-codierte Bild eine bessere subjektive Qualität. 
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6.5. Übersicht der unterschiedlichen Blockcodierungsverfahren 

In Abb. 6.16. werden unterschiedliche Blockcodierungsverfahren vergleichend gegen-
übergestellt. Hierbei wird ein Blockcodierungsverfahren durch die Art des verwendeten 
Codebuchs und das Approximationsverfahren zur Anpassung der Codebuchblöcke an die 
Rangeblöcke beschrieben.  

     Codebuch           Codierungsverfahren      Approximation

dynamische 
Adreß-
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Codebuch
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(nicht kausal)
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Codierung
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kombination

Transformations-
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Abb.  6.16. Vergleich der unterschiedlichen Blockcodierungsverfahren durch eine Beschreibung der Codebuch-
struktur und des verwendeten Approximationsverfahrens. Der zu codierende Bildblock sei mit F, seine 
Approximation mit $F  und ein Codebuchblock mit G bezeichnet. Alle Approximationsverfahren sind im 
Frequenzbereich dargestellt, wobei die Transformationsbasis durch die Basisbilder Bl vorgegeben ist. 
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Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich bezüglich ihrer verwendeten Codebücher, die 
entweder bildunabhängig sind, oder aus dem zu codierenden Bild erzeugt werden. Im letzteren 
Fall müssen kausale und nicht-kausale Methoden unterschieden werden. Aufgrund der 
iterativen Decodierung können die fraktalen Verfahren auch noch nicht codierte Blöcke des 
Bildes zur Codierung verwenden. Die fraktale Transformationscodierung stellt einen 
Spezialfall dar, da sie als hybrides Verfahren ein festes "Codebuch" (die Basisbilder) und ein 
bildabhängiges Codebuch verwendet. 

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal besteht in der Art des Approximationsverfahrens 
(der Luminanztransformation), mit dem die Codebuchblöcke an die zu codierenden 
(Range-)Blöcke angepaßt werden. Bei der Vektorquantisierung wird ein Codebuchblock 
unverändert übernommen. Die anderen Verfahren verwenden zusätzliche Approximations-
verfahren, die von einer Skalierung und Helligkeitsänderung des Codebuchblocks im 
Ortsbereich bis hin zur Linearkombination von Basisbildern und Spektralkomponenten von 
Codebuchblöcken reichen. Der Übersichtlichkeit halber sind alle Approximationsverfahren in 
Abb. 6.16. im Frequenzbereich dargestellt. 
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7. Erweiterungen des fraktalen Coders 

Dieses Kapitel enthält weitere Modifikationen des fraktalen Codierungsprinzips. Verfahren 
zur Reduzierung des Rechenaufwandes bei der fraktalen Codierung werden vorgestellt. Die 
geometrische und die Luminanztransformation werden gemeinsam untersucht, um in Hinblick 
auf eine niederratige Codierung eine Dimensionierungsvorschrift der Coderparameter zu 
geben. Ein in dieser Arbeit entwickeltes, im Rate-Distortion-Sinn optimiertes Verfahren zur 
schrittweisen Bestimmung des fraktalen Codes eines Bildes wird beschrieben. Durch den 
Einsatz dieses Verfahrens wird die fraktale Codierung mit vorgebbarer Verzerrung bzw. Rate 
möglich. Schließlich werden Möglichkeiten zur Verringerung des Decodierungs-
fehlerzuwachses und zur Nachbearbeitung decodierter Bilder vorgestellt. 
 

7.1. Reduktion des Codierungsaufwands und "Schnelle Suche" 

Die fraktale Codierung eines Bildes ist sehr rechenintensiv. Um die bestgeeignetsten 
Codebuchblöcke zu bestimmen, müssen für jeden Rangeblock die Approximationsfehler zu 
allen luminanzangepaßten Codebuchblöcken ermittelt werden. Hierbei ist es nicht nötig, alle 
Codebuchblöcke mit der jeweilig optimalen Luminanztransformation zu transformieren und 
den resultierenden Approximationsfehler zu berechnen. Durch die Verwendung von 
Gleichung (6.17) reduziert sich der Rechenaufwand pro Range-Codebuchblockpaar auf die 
Bestimmung des Kreuzkorrelationskoeffizienten und der Quantisierungsfehler der Luminanz-
transformationsparameter. Da die Codierungszeit proportional zur Blockgröße und zur Anzahl 
der pro Rangeblock zu untersuchenden Codebuchblöcke ist, ergibt sich besonders bei großen 
Blockgrößen bzw. bei großen geometrischen Codebüchern ein extremer Rechenaufwand. 

Eine Verringerung dieses Rechenaufwandes kann durch eine Klassifizierung der Range- 
und Codebuchblöcke erzielt werden. Ziel hierbei ist es, die Menge der pro Rangeblock zu 
untersuchenden Codebuchblöcke auf möglichst wenige einzuschränken, wobei die erzielbare 
Approximationsqualität nicht oder nur minimal verschlechtert werden soll.  

Die Klassifizierung aller Range- und Codebuchblöcke liefert ein Klassifizierungsmerkmal, 
das die Blöcke in einer solchen Weise beschreibt, daß eine effizientere Auswahl der zu 
untersuchenden Codebuchblöcke möglich wird. Abhängig vom gewählten Klassifizierungs-
verfahren lassen sich diskrete und kontinuierliche Klassifizierungsmerkmale unterscheiden. 
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Bei diskreten Klassifizierungsmerkmalen wird jeder Block einer Klasse zugeordnet. Bei der 
Bestimmung der fraktalen Approximation werden nur Range- und Codebuchblöcke 
identischer Klassen miteinander verglichen. Verfahren mit kontinuierlichen Klassifizierungs-
merkmalen erzeugen mittels einer Transformation ein- bzw. mehrdimensionale 
Repräsentationen der Blöcke. Über ein Abstandsmaß werden dann die jeweilig pro Range-
block zu untersuchenden Codebuchblöcke bestimmt. Eine Übersicht der in der Literatur 
vorgeschlagenen Verfahren findet sich in [SAUPE, HAMZAOUI 1994]. Im folgenden werden die 
Grundprinzipien nur kurz vorgestellt und eigene Erweiterungen beschrieben.  
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gn gm
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fi*
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Rangeblöcke

Codebuchblöcke
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Abb.  7.1.  Durch eine Klassifizierung bzw. eine Transformation der Range- und Codebuchblöcke  
wird die Zahl der pro Rangeblock zu überprüfenden Codebuchblöcke reduziert.  

7.1.1. Diskrete Klassifizierungsverfahren 

Diskrete Klassifizierung mittels statistischer Blockeigenschaften 

Jacquin schlug die Verwendung einer Klassifizierung mittels Kantenanalyse nach 
[RAMAMURTHY, GERSHO 1986] vor. Hierbei werden Range- und Codebuchblöcke in drei 
Klassen unterteilt: Shade (geringe Varianz), Midrange (homogene Helligkeitsverläufe) und 
Edge (Kanten). Shadeblöcke werden nur über ihren Mittelwert codiert, für die Blöcke der 
restlichen Klassen ergibt sich ein reduzierter Codierungsaufwand, da jeweils nur Range- und 
Codebuchblöcke identischer Klassen verglichen werden.  

Eine Klassifizierung der Blöcke anhand ihrer Varianz wurde in [BARTHEL et al. 1993] vor-
geschlagen. Hier wird durch eine überlappende Klassifizierung, die eine Zuordnung eines 
Codebuchblocks zu zwei Klassen zuläßt, eine bessere Approximationsqualität als mit nicht-
überlappenden Klassifizierung erzielt. 
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Abb.  7.2.  Klassifizierung anhand der Blockvarianz. Wird für die Codebuchblöcke eine überlappende 
Klassifizierung zugelassen, so ergibt sich bei nur geringfügig erhöhtem Codierungsaufwand 
eine verbesserte Approximation als mit festen Klassifizierungsgrenzen. 

Eine weitere Reduktion der zu überprüfenden Codebuchblöcke kann dadurch erzielt werden, 
daß Codebuchblöcke, deren Varianz im Vergleich zum Rangeblock sehr gering ist, von der 
Überprüfung ausgeschlossen werden können. Dies liegt darin begründet, daß selbst bei 
maximal korrelierten Range-/Codebuchblockpaaren (ρfg

2 = 1) durch die Begrenzung des 
Skalierungsfaktors a immer ein Approximationsfehler entsteht, der mindestens so groß ist wie 
die Differenz aus Range- und Codebuchblockvarianz (siehe Gleichung (6.17)).  

Diskrete Klassifizierung mittels Clusterbildung 

Ein erweitertes Klassifizierungsverfahren mit 72 Klassen wurde in [JACOBS et al. 1992] 
vorgestellt. Jeder Block wird zur Klassifizierung in vier Teilblöcke unterteilt, von denen 
Teilmittelwerte und Teilvarianzen bestimmt werden. In einem ersten Schritt werden die 
Blöcke entsprechend ihrer Teilmittelwerte sortiert und als gedrehte bzw. gespiegelte 
Versionen drei Grundklassen zugeordnet. Für jede Grundklasse ergeben sich 24 (= 4!) 
Möglichkeiten der Anordnung der Varianzen der Teilblöcke. Werden negative 
Skalierungsfaktoren der Luminanztransformation zugelassen, so sind pro Rangeblock zwei 
aus den 72 Klassen der Codebuchblöcke zu überprüfen. 

Eine Klassifizierung mit einem festen bildunabhängigen Klassifizierungsschema wurde 
von [BOSS, JACOBS 1994] als "Archetyp-Klassifizierung" vorgeschlagen. Die Klassifizierung 
entspricht hierbei einer Vektorquantisierung, wobei das Codebuch aus einer Trainingsfolge 
anderer Bilder erzeugt wurde. Jeder Archetyp entspricht einem Codebucheintrag. Bei der 
Codierung werden jeweils nur diejenigen Codebuchblöcke untersucht, die mit dem gleichem 
Archetyp wie der Rangeblock repräsentiert werden. Eine Erweiterung dieses Verfahrens ist 
von [LEPSØY, ØIEN 1994] vorgeschlagen worden, die eine bildabhängige Clusterbildung. Als 
entscheidender Unterschied werden nicht die Bildblöcke selbst, sondern die gleich-
anteilsbefreiten und varianznormierten Blöcke klassifiziert. Hiermit wird die mögliche 
Änderung der Blöcke durch die Luminanztransformation 1. Ordnung berücksichtigt. 
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7.1.2. Kontinuierliche Klassifizierung 

Ein erster Ansatz zur kontinuierlichen Klassifizierung wurde von [BEDFORD et al. 1992] 
vorgeschlagen. Um den direkten Vergleich zwischen Range- und allen Codebuchblöcken zu 
vermeiden, wird von allen normierten Range- und Codebuchblöcken der Abstand zu festen 
Einheitsblöcken (bzw. -vektoren) bestimmt. Abhängig von diesem Abstandsmaß kann über 
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung der Approximationsfehler abgeschätzt werden und somit 
ein großer Teil der Codebuchblöcke von der weiteren Untersuchung für eine mögliche 
Approximation ausgeschlossen werden. Durch die Verwendung mehrerer unterschiedlicher 
Einheitsvektoren kann die Effizienz dieser Methode erhöht werden, da ein größerer Teil der 
Codebuchblöcke ausgeschlossen werden kann. In dem von ihnen vorgeschlagenen Verfahren 
werden zwei Einheitsvektoren, nämlich die niederfrequentesten horizontalen und vertikalen 
Basisbilder der 2D-Haar-Transformation, verwendet. 

Schnelle Suche 

Ein mehrdimensionales Klassifizierungsschema stellt die "schnelle Suche mit mehr-
dimensionalen Merkmalsvektoren" [SAUPE 1994] dar. Aufgrund der hohen Effizienz wurde in 
der vorliegenden Arbeit ausschließlich dieses Verfahren verwendet und weiterentwickelt.  

Die Beschleunigung der fraktalen Codierung wird in zwei Schritten erzielt. Allen Range- 
und Codebuchblöcken wird diejenige Information, die durch die Luminanztransformation 
verändert werden kann, durch eine Projektion entzogen. Bei Verwendung der Luminanztrans-
formation 1. Ordnung bedeutet dies, daß die Blöcke ihres Gleichanteils befreit und von der 
Varianz normiert werden. In Abb. 7.3. ist diese Projektion φ(###) für ein Spektrum eines 
Blocks mit drei Pixeln dargestellt. 
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Abb.  7.3.  Projektion von Range- f und Codebuchblöcken g. Die Blöcke bzw. Vektoren werden bezüglich 

des Gleichanteils (DC) orthonogalisiert (F und G) und von der Länge normiert ( φ(F) und φ(G)) . 
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Die durch die Projektion entstandenen Vektoren werden als Merkmalsvektoren bezeichnet. 
Die dynamischen Verläufe der Range- und Codebuchblöcke sind über die Orientierung dieser 
Merkmalsvektoren in einem mehrdimensionalen Merkmalsraum repräsentiert. Zur fraktalen 
Approximation eines Rangeblocks sind solche Codebuchblöcke geeignet, deren Merkmals-
vektoren maximal mit dem Merkmalsvektor des Rangeblocks korreliert sind, bzw. deren 
Merkmalsvektoren eine ähnliche räumliche Orientierung besitzen wie der Merkmalsvektor 
des Rangeblocks. Da alle Merkmalsvektoren längennormiert sind, reduziert sich die Suche 
nach den bestgeeigneten Codebuchblöcken auf die Bestimmung der nächsten Nachbarn9 des 
Rangeblock-Merkmalsvektors10. Hierdurch wird der eigentliche Geschwindigkeitsgewinn bei 
der Codierung erzielt, da es mathematische Algorithmen für eine sehr effiziente Lösung des 
"nearest-neighbor-Problems" gibt. [FRIEDMAN et al. 1977] schlugen eine kd-Tree-Suche vor, 
die eine schnelle Bestimmung der d nächsten Nachbarn eines Vektors in einem 
k-dimensionalen Raum ermöglicht.  

φ(  )

Bucket

Partitions-
grenzen

F

 

Abb.  7.4.  Beispiel einer Aufteilung eines Merkmalsraums für k=2. Bei der Suche nach den nächsten 
Nachbarn des Merkmalsvektors des Rangeblocks φ(F) werden nahegelegene Codebuch-
merkmalsvektoren zuerst untersucht. Der zuerst untersuchte Bucket, in dem sich der 
Merkmalsvektor des Rangeblocks befindet, ist schraffiert dargestellt. Durch die 
Längennormierung ergibt sich eine kugelförmige Verteilung der Merkmalsvektoren. 

Bei der kd-Tree-Suche wird das Codebuch bzw. die Merkmalsvektoren baumartig sortiert, 
Partitionen unterteilen den Merkmalsraum. Die kleinsten Teilräume werden als Buckets 
bezeichnet. Bei der Suche nach den nächsten Nachbarn werden zunächst diejenigen 
Codebuch-Merkmalsvektoren untersucht, die sich im gleichen Bucket wie der Vektor des 

                                                 
9  Englisch: "nearest neighbor search" 
10  Beziehungsweise des negativen Rangeblock-Merkmalsvektors, da über einen negativen 
 Skalierungsfaktor a eine Orientierungsänderung des Vektors möglich ist. 
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Rangeblocks befinden. Abhängig von der Distanz der untersuchten Codebuchvektoren und 
der Partitionsgrenzen kann bestimmt werden, welche anderen Buckets noch zu untersuchen 
sind. Sind alle Partitionsgrenzen der noch nicht untersuchten Buckets weiter entfernt als die 
Distanz des d-ten nächsten Nachbarn vom Merkmalsvektor des Rangeblocks, so kann die 
Suche abgebrochen werden. Abb. 7.4. zeigt eine mögliche Aufteilung eines zweidimen-
sionalen Merkmalsraums. 

Im Vergleich zur vollen Suche, bei der ein lineares Verhältnis zwischen Codierungszeit 
und der Zahl zu überprüfender Vektoren besteht, ergibt sich mit der kd-Tree-Suche eine 
Codierungszeit proportional zum Logarithmus der Anzahl der zu überprüfenden Vektoren. 
Beim Einsatz der schnellen Suche für die fraktale Codierung ist es sinnvoll, mehrere "nächste 
Codebuchblöcke" zu bestimmen, da durch eine Quantisierung oder Begrenzung der 
Luminanztransformationsparameter der Codebuchblock, der dem nächsten Merkmalsvektor 
entspricht, eventuell nicht den geringsten Approximationsfehler liefert.  

In der vorliegenden Arbeit wurde das Verfahren der "schnellen Suche" in zwei Punkten 
modifiziert. Die Rechenzeit dieses Verfahrens hängt sehr stark von der Dimension des 
Merkmalsraums und der Anzahl der zu bestimmenden nächsten Nachbarn ab. So ergeben sich 
bei hochdimensionalen Merkmalsräumen große Suchzeiten, so daß eine Verringerung der 
Dimension der Merkmalsvektoren nötig ist. Saupe schlug hierzu eine Tiefpaßfilterung und 
Unterabtastung der Bildblöcke vor. In der vorliegenden Arbeit wurden Merkmalsvektoren 
verwendet, die aus den niederfrequenten Koeffizienten der 2D-DCT-Spektren der Range- und 
Codebuchblöcke erzeugt wurden. Durch die starke Energiekonzentration der DCT-
Transformation auf die niederfrequenten Spektralkoeffizienten können Merkmalsvektoren 
geringerer Dimension verwendet werden, wodurch sich eine weitere Reduktion der 
Codierungszeit ergibt. 

In Abb. 7.5. ist der Einfluß der Dimension der Merkmalsvektoren k = 4 bis 63 und der Zahl 
der untersuchten Codebuchblöcke für eine Codierung mit einer Blockgröße von 8 ⋅ 8 Pixeln 
dargestellt. Es ist zu erkennen, daß sich durch eine größere Dimension der Merkmalsvektoren 
bzw. eine größere Zahl an zu überprüfenden Codebuchvektoren eine Verringerung des 
Approximationsfehlers ergibt. Für Rangeblöcke der Größe 8 ⋅ 8 Pixel kann bei unquantisierten 
Luminanztransformationsparametern mit einer Dimension von k = 12 - 20 und einer Anzahl 
von d = 8 - 32 zu überprüfender Codebuchblöcke schon die bestmögliche fraktale Codierung 
bestimmt werden. Man beachte, daß bei einer herkömmlichen Codierung – ohne schnelle 
Suche – in diesem Beispiel 3721 Codebuchblöcke pro Rangeblock untersucht werden müßten. 
Bei quantisierten Luminanztransformationsparametern ist es – wie bereits dargestellt – 
sinnvoll, mehrere naheliegende Codebuchblöcke zu untersuchen, um das bestmögliche 
Codierungsergebnis zu erzielen (d = 16 - 32). Abb. 7.6. zeigt exemplarisch das Verhältnis der 
Codierungszeit in Abhängigkeit von k und d. 
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Abb.  7.5.  Einfluß der Dimension (k = 4 bis 63) und der Zahl der nächsten Nachbarn (d = 4, 8, 16, 32 und 64) auf 

das Codierungsergebnis bei Verwendung einer kd-tree-Suche bei unquantisierten und 6 Bit quantisier-
ten (Q) Luminanztransformationsparametern. Bei höheren Dimensionen k verbessert sich das Approxi-
mationsergebnis, da die Merkmalsvektor die Range- und Codebuchblöcke besser beschreiben. Eine 
Vergrößerung der Zahl der "nächsten Nachbarn" führt ebenfalls zu einer besseren Approximations-
qualität, da die Effekte der Begrenzung bzw. Skalierung der Luminanztransformationsparameter 
kompensiert werden. Beides führt zu einem erhöhtem Suchaufwand. (Bild: Lena 256 ⋅ 256, 
Rangeblockgröße 8 ⋅ 8 Pixel, ∆d = 4 Pixel ⇒ Codebuchgröße: 3721 Codebuchblöcke)  
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Abb.  7.6.  Codierungszeiten entsprechend Abb. 7.5. in Abhängigkeit von der Merkmalsvektordimension k 

und der Anzahl der überprüften nächsten Codebuchblöcke d. 
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Die zweite Modifikation der "schnellen Suche" besteht darin, daß schon bei der Suche die 
mögliche Begrenzung des Skalierungsfaktors wegen der Kontraktivitätsbedingung berück-
sichtigt wird. Das bisher beschriebene "schnelle Suchverfahren" berücksichtigt nur die 
Orientierung der Merkmalsvektoren im Raum, nicht aber die Tatsache, daß ein zusätzlicher 
Approximationsfehler durch eine zu geringe Varianz des Codebuchblocks entstehen kann.  

In Abb. 7.7. ist dargestellt, daß die optimale Approximation, nämlich die Projektion des 
Rangevektors F auf den Codebuchvektor Gj nicht erzielt werden kann, wenn die Varianz des 
Codebuchvektors zu gering ist. Der minimale Approximationsfehler e(F,Gj) kann nicht 
erreicht werden, da hierzu ein Skalierungsfaktor a größer eins nötig wäre. Die beste 
kontraktive Approximation mit diesem Codebuchblock liefert einen erhöhten Fehler eK(F,Gj). 
Eine Approximation mit einem anderen Vektor (z. B. Gi), der weiter entfernt ist, kann in 
diesem Fall einen geringeren Approximationsfehler liefern.  
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Abb.  7.7. Der zur Approximation eines Rangeblocks  f bestgeeignete Codebuchblock g ist über den Vektor G 
repräsentiert, der eine mit dem Vektor F maximal ähnliche Orientierung im Merkmalsraum besitzt. 
Dies ist äquivalent zur minimalen euklidischen Distanz der Merkmalsvektoren d(φ(G),φ(F)). 
Ist die Varianz des Codebuchvektors (in diesem Beispiel Gj) jedoch zu gering, so entsteht ein 
zusätzlicher Approximationsfehler, so daß ein anderer (weiter entfernter Codebuchvektor z. B. Gi )  
einen geringeren Approximationsfehler liefern kann. 

Durch eine Modifikation des Distanzmaßes kann dieser aus der Kontraktivitätsbedingung 
resultierende Fehlerzuwachs berücksichtigt werden, wodurch bei der schnellen Suche bessere 
Kandidaten als nächste Nachbarn gefunden werden. Hierdurch kann die Zahl d der nächsten 
Nachbarn verringert werden, was wiederum zu reduzierten Codierungszeiten führt. Abhängig 
vom Projektionsanteil des Rangeblockvektors auf den Codebuchmerkmalsvektor ( )F G,φ  
wird die Distanz der Merkmalsvektoren über eine Fallunterscheidung bestimmt: 
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Berücksichtigung der Kontraktivitätsbedingung bei der Schnellen Suche 

( ) ( )Ist F G G G, ,φ φ>   ? 11  
ja: Bestimmung des Distanzmaßes d zwischen den Merkmalsvektoren φ(F) und φ(G) über 
 den euklidischen Abstand. 
nein: Bestimmung des durch die Beschränkung des Skalierungsfaktors entstehenden 
 vergrößerten Abstandes dk zwischen φ(F) und vφ(G). Der Faktor v berücksichtigt 
 hierbei den Varianzunterschied zwischen Range- und Codebuchblock. 
 
Die "Schnelle Suche" läßt sich auch für die Suche nach Codebuchblöcken bei einer FTC-
Codierung einsetzen, allerdings muß hierbei wiederum das Distanzmaß modifiziert werden. 
Spektralkoeffizienten, die additiv über die Transformationscodierung approximiert werden, 
dürfen nicht zur Distanzbestimmung verwendet werden. Dies kann durch Verwendung einer 
Maskierungsfunktion geschehen, mit der im Merkmalsraum die Distanzbeiträge der 
transformationscodierten Koeffizienten zu Null gesetzt werden. 

7.2. Untersuchungen zur gemeinsamen Codierung von geometrischer und 
Luminanztransformation 

In den Kapiteln 6 und 7 finden sich unabhängige Untersuchungen der geometrischen und der 
Luminanztransformation. Für eine gemeinsame Codierung müssen diese beiden Trans-
formationen aufeinander abgestimmt sein. Eine wichtige Frage ist hierbei die Verteilung der 
Codierungsrate auf die geometrischen bzw. die Luminanzanteile der fraktalen Transformation. 

Die Abb. 7.8. und 7.9. zeigen die erreichbaren Approximationsfehler bei einer gemein-
samen Variation der geometrischen und der Luminanzcodebuchgrößen bei konstanter 
Rangeblockgröße. Die resultierende Rate ergibt sich aus der Summe der Größen des 
geometrischen und des Luminanzcodebuchs bezogen auf die Rangeblockgröße. Die geo-
metrische Codebuchgröße wurde von 0 Bit (keine Suche) bis zur maximal möglichen Größe 
variiert, was einer vollen Suche über das ganze Bild entspricht. Für das Luminanzcodebuch 
ergeben sich sinnvolle Codebuchgrößen im Bereich von 5 bis 9 Bit. Kleinere Codebücher 
führen zu sehr großen Quantisierungsfehlern und einem erhöhten Fehlerzuwachs bei der 
Decodierung. Eine Vergrößerung der Luminanzcodebuchgröße über 9 bis 10 Bit ist nicht 
sinnvoll, da hierdurch keine weitere Approximationsverbesserung erzielt werden kann. Bei 
der Variation der Codebuchgrößen zeigt sich, daß die Größe des Luminanz- und 
geometrischen Codebuchs abhängig von der Codierungsqualität aneinander angepaßt werden 

                                                 
11  x y,  bezeichnet das innere Produkt von x und y 
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sollten. Große geometrische Codebücher liefern eine verbesserte Approximationsqualität bei 
höherer Rate. In diesem Fall sollte dann auch eine feinere Quantisierung der Luminanz-
transformationsparameter verwendet werden.  

 
Wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird, ist eine Codierung mit konstanter Bitrate für alle 
Rangeblöcke nicht sinnvoll. Bessere Codierungsergebnisse ergeben sich, wenn der 
Codierungsaufwand an den Inhalt der zu codierenden Rangeblöcke angepaßt wird. Qualitativ 
hochwertige Approximationen sind mit großen geometrischen Codebüchern oder FTC-
Luminanztransformationen höherer Ordnungen erzielbar. Bei Untersuchungen zeigt sich, daß 
der Einfluß der Luminanzcodebuchgröße bei einer adaptiven fraktalen Codierung mit 
variabler Rate im Bild gering ist. Daher können für die Quantisierung der Luminanztrans-
formationsparameter 1. Ordnung grundsätzlich Codebuchgrößen im Bereich von 7 bis 8 Bit 
verwendet werden. 
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Abb.  7.8.  Codierung mit konstanter Bitrate. Variation der geometrischen Codebuchgröße (0 - 15 Bit) und 
der Luminanzcodebuchgröße (5 - 8 Bit). Summe (Bild: "Testbild", Blockgröße 4 ⋅ 4 Pixel)  
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Abb.  7.9.  Codierung mit konstanter Bitrate. Variation der geometrischen Codebuchgröße (0 - 13 Bit) und 
der Luminanzcodebuchgröße (5 - 9 Bit). (Bild: "Testbild", Blockgröße 8 ⋅ 8 Pixel) 

7.3. Fraktale Codierung mit Entropieminimierung 

In Kapitel 5 wurden Verfahren des geometrischen Codebuchentwurfs beschrieben und die 
Verwendung mehrerer Codebücher unterschiedlicher Größe vorgeschlagen. Kapitel 6 stellte 
eine Erweiterung der modifizierten Luminanztransformation zur fraktalen Transformations-
codierung vor, mit der durch Luminanztransformationen variabler Ordnungen eine beliebige 
vorgebbare Approximationsqualität erzielbar wird. Werden die geometrische bzw. die 
Luminanztransformation adaptiv an die zu codierenden Rangeblöcke des Bildes angepaßt, so 
führt dies zu einer örtlich variablen Bitrate im Bild. 

Die meisten in der Literatur beschriebenen Verfahren zur fraktalen Bildcodierung codieren 
alle Rangeblöcke mit konstanter Bitrate. Einige Verfahren verwenden eine Klassifizierung der 
Rangeblöcke. Rangeblöcke einer Klasse, d. h. Blöcke gleicher Größe oder gleicher 
statistischer Charakteristik, werden jedoch wiederum mit konstanter Rate codiert. Ziel ist 
hierbei jeweils, eine möglichst geringe Verzerrung bei vorgegebener fester Rate zu erreichen. 
 
Ein – im Rate-Distortion-Sinn – gutes Codierungsergebnis läßt sich nur dann erzielen, wenn 
die Verzerrung D und die Rate R einer Codierung gleichzeitig minimiert werden. Dies ist 
durch die Einführung einer Kostenfunktion möglich, die neben der Verzerrung eines zu 
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codierenden Blocks gleichzeitig die hierfür erforderliche Rate mitberücksichtigt. Wird diese 
Kostenfunktion z. B. bei der Vektorquantisierung eingesetzt, so erfolgt die Codierung nach 
einem Abstandsmaß d´, in das neben dem quadratischen Fehler zwischen Originalvektor x 
und Rekonstruktionsvektor y(j) mit Index j weiterhin die Codierungskosten i(j) bzw. die Rate 
zur Übertragung dieses Vektors eingehen. Über die Wahl eines Gewichtungsfaktors w kann 
eine Begünstigung von solchen Rekonstruktionsvektoren erzielt werden, die sich möglichst 
niederratig übertragen lassen: 

 
( )( ) ( )( ) ( )′ = − + ⋅

∀
∑d j x y j w i jk k

k
x y,

2

 (7.1) 

Für w = 0 ergibt sich eine Codierung mit minimalem quadratischen Fehler. Die hierfür 
minimal nötige Übertragungsrate entspricht der Entropie der bei der Codierung verwendeten 
Codebuchindizes.  

Für die Vektorquantisierung ist mit der entropy constrained VQ (ECVQ) ein 
Codebuchentwurfsverfahren gegeben, mit dem eine gleichzeitige Minimierung von Ver-
zerrung und Rate erzielt werden kann [CHOU, LOOKABAUGH, GRAY 1989]. Wird w€= 0 
gewählt, so wird das Codebuch im Sinne des kleinsten quadratischen Fehlers optimiert.  

Da bei der fraktalen Bildcodierung keine Codebuchoptimierung nötig bzw. möglich ist, 
muß ein anderer Ansatz zu Erzielung einer im Rate-Distortion-Sinn optimalen Codierung 
gewählt werden.  

7.3.1. Codierung mit Schwellwertkriterium 

Ein relativ einfaches Verfahren zur Erzielung einer vorgegebener Verzerrung bei 
entropiereduzierter Rate besteht in der Codierung mit Codierungsklassen variabler Rate. Eine 
variable Codierungsrate kann z. B. durch die Verwendung geometrischer Codebücher 
unterschiedlicher Größe bzw. durch Luminanztransformationen unterschiedlicher Ordnungen 
realisiert werden. Mit einer als Nebeninformation zu übertragenden Klassifikation muß 
zwischen diesen Codierungsklassen unterschieden werden. Eine Reduktion der Gesamtrate 
des fraktalen Codes kann dann erzielt werden, wenn es gelingt, möglichst viele Rangeblöcke 
mit Codierungsklassen möglichst geringer Rate zu codieren. Abb. 7.10. zeigt eine 
Realisierung von vier geometrischen Codierungsklassen, d. h. vier Codebüchern mit denen ein 
Rangeblock codiert werden kann. 

Über ein Schwellwertkriterium (den mittleren quadratischen Fehler) wird entschieden, mit 
welcher Codierungsklasse ein Rangeblock codiert wird. Hierzu werden diese Codierungs-
klassen entsprechend der von ihnen benötigten Rate sortiert. Ist mit der Codierungsklasse der 
niedrigsten Rate schon eine gute Approximation möglich, so werden die Klassen mit höherer 
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Rate erst gar nicht untersucht. Wird das Schwellwertkriterium hingegen nicht erfüllt, so wird 
die Rate solange erhöht, bis die geforderte Approximationsqualität erreicht wird bzw. die 
Codierungsklasse der maximalen Rate erreicht wird. 
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Abb.  7.10.  Mögliche Realisierung eines Codierungsschemas mit vier geometrischen Codierungsklassen. Die 
Entscheidung mit welcher Codierungsklasse ein Rangeblock codiert wird, kann entweder über 
Fehlerschwellwerte oder mit dem im folgenden beschriebenen Gradientenverfahren erfolgen. Beim 
Gradientenverfahren müssen für alle Rangeblöcke die entstehenden Raten und Verzerrungen für 
alle Codierungsklassen im voraus bestimmt und gespeichert werden. In einem zweiten Codierungs-
schritt werden dann bildglobal die bitrateneffizientesten fraktalen Blockcodes ausgewählt. 

Im Gegensatz zu den in der Literatur beschriebenen Verfahren erfolgt die Klassifizierung der 
Rangeblöcke bei der Codierung mit dem Schwellwertkriterium nicht vor, sondern nach der 
Codierung anhand der gewählten Codierungsklasse. Hiermit werden zwei Vorteile erzielt: Die 
Verwendung eines relativ schwer bestimmbaren Klassifizierungskriteriums entfällt. Weiterhin 
können Rangeblöcke, die mit klassifizierenden Verfahren als 'schwer codierbar' eingestuft und 
somit automatisch mit hoher Rate codiert würden, mit dem Schwellwertkriterium niederrati-
ger codiert werden, falls eine gute Approximation mit reduziertem Codierungsaufwand 
möglich ist. 
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In [BARTHEL et al. 1994] wird ein fraktales Codierungsschema beschrieben, das eine 
Codeauswahl nach dem Schwellwertkriterium vornimmt. Bei der Codierung mit einem 
Schwellwertkriterium stellen sich mehrere Probleme: Zum einen muß der Fehlerschwellwert 
jeweils an die gewünschte Approximationsqualität bzw. die Verzerrung angepaßt werden. 
Weiterhin ist die Zuordnung der Codierungsklassen über eine Fehlerschwelle suboptimal. So 
ist es denkbar, daß mit einer Codierungsklasse höherer Rate nur eine minimale Verringerung 
der Verzerrung erzielt wird, die erforderliche Rate jedoch deutlich erhöht ist. Der andere 
Extremfall ergibt sich, wenn mit einer Codierungsklasse mit geringfügig erhöhter Rate eine 
sehr viel bessere Codierungsqualität erzielt werden könnte, diese Codierung jedoch nicht 
gewählt wird, weil durch die Codierung einer Klasse mit niedriger Rate die vorgegebene 
Fehlerschwelle gerade unterschritten wird. Ein besseres Auswahlkriterium zur Bestimmung 
der Codierungsklasse eines Rangeblocks ist mit dem im folgenden beschrieben 
Gradientenverfahren gegeben. Ein Vergleich der Codierungseffizienz einer Codierung mit 
konstanter Rate, einer Codierung mit Schwellwertkriterium und dem Gradientenverfahren 
findet sich im nächsten Abschnitt. 

7.3.2. Codierung mit Gradientenverfahren 

Für eine bitrateneffiziente fraktale Codierung muß die Auswahl der fraktalen Codes, d. h. die 
Auswahl der Codierungsklassen für die einzelnen Rangeblöcke, bildglobal erfolgen. Im 
folgenden wird ein im Rate-Distortion-Sinn optimiertes Verfahren zur schrittweisen 
Bestimmung eines fraktalen Codes beschrieben. Hierbei wird von einem Codierungsschema 
fester Rangeblockgröße ausgegangen, das die fraktale Codierung oder die fraktale 
Transformationscodierung zur Blockapproximation verwendet. 
 
Ein Bild mit I Rangeblöcken fi wird über einen fraktalen Code T mit I Blockcodes τi 

beschrieben. Im einzelnen bestehen diese Blockcodes aus: 

- der Klassifizierungsinformation, 
- dem geometrischen Codebuchindex, 
- den Luminanztransformationsparametern 1. Ordnung (a/b0) 

und bei einer FTC-Codierung zusätzlich aus 
- den Positionen und den Quantisiererindizes der transformationscodierten 

Spektralkoeffizienten. 

Die Rate zur Übertragung eines Blockcodes ergibt sich entsprechend aus der Summe der 
Klassifizierungsbits, der Größe des verwendeten geometrischen Codebuchs (der Suchweite) 
und der Größe des Codebuchs der Luminanzvektorquantisierung. Im Fall einer FTC-
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Codierung vergrößert sich die Rate in Abhängigkeit von der Ordnung der verwendeten 
Luminanztransformation.  

Das im folgende beschriebene Gradientenverfahren nimmt eine Anpassung des fraktalen 
Blockcodes an die Komplexität des zu codierenden Rangeblocks vor. Mit den Variablen γ und 
λ seien die geometrische Codebuchnummer bzw. die Ordnung der Luminanztransformation 
bezeichnet. Eine Vergrößerung von γ bzw. λ führt auf Kosten einer erhöhten Rate zu einer 
Reduktion des Approximationsfehlers. Ein Blockcode kann somit als Funktion von γ und 
λ gesehen werden. Unter τi(γ, λ) sei derjenige Blockcode verstanden, mit dem die beste 
fraktale Approximation für den Rangeblock fi mit den Werten γ und λ erzielt wird. Der 
fraktale Code T des gesamten Bildes ist die Vereinigung der Blockcodes aller Rangeblöcke: 

 
( )T =

=
τ γ λi

i

I
,

1
U

 (7.2) 

Der für einen Rangeblock entstehende Approximationsfehler bzw. die hierfür benötigte Rate 
seien als Di(τi(γ, λ)) und Ri(τi(γ, λ)) bezeichnet. Die mittlere Verzerrung D (der 
Approximationsfehler) des gesamten Bildes und die Rate R zur Übertragung des fraktalen 
Codes ergeben sich zu:  
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Um ein Bild mit einer vorgegebenen Verzerrung D mit der minimal möglichen Rate R zu 
codieren, müßte theoretisch das Minimum der Rate über alle diejenigen Realisierungs-
möglichkeiten des fraktalen Codes bestimmt werden, die diese Verzerrung liefern. Aufgrund 
der extrem großen Zahl der möglichen Kombinationen ist eine direkte Bestimmung des 
optimalen Codes nicht möglich. Das im folgenden vorgeschlagenen Verfahren erlaubt jedoch 
eine iterative Bestimmung eines fraktalen Codes mit einer vorgebbaren Verzerrung bzw. Rate. 
Der mit diesem Gradientenverfahren erzeugte Code stellt nicht das globale Optimum der 
Rate-Distortion-Funktion dar. Im Vergleich zu Verfahren, die eine Codierung mit örtlich 
konstanter Bitrate bzw. eine Codeoptimierung mit einem Schwellwertkriterien vornehmen, 
werden jedoch deutlich verbesserte Codierungsergebnisse erzielt. 
In Abb. 7.11. ist die Abnahme des Approximationsfehlers einer fraktalen Codierung mit 
örtlich konstanter Bitrate nach Abb. 7.14. dargestellt. Hierbei wurde die Rate der fraktalen 
Blockcodes sukzessive erhöht. Ausgehend von einer Codierung mit einem geometrischen 
0 Bit Codebuch und einer Luminanztransformation 1. Ordnung wurde zunächst das geo-
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metrische Codebuch vergrößert und schließlich die FTC-Luminanztransformation bis zur 
Ordnung 4 erhöht. Zwei Aspekte sind in Abb. 7.11. und 7.14. zu erkennen: Für viele Range-
blöcke kann schon mit niedriger Rate eine sehr gute Approximationsqualität erzielt werden. 
Hier ist eine weitere Erhöhung der Rate nicht sinnvoll. Weiterhin ist zu erkennen, daß die 
Verzerrungsverminderung für höhere Raten abnimmt.   
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Abb.  7.11.  Abnahme des Approximationsfehlers der ersten 60 Rangeblöcke für fraktale Codierungen örtlich 
konstanter Bitrate nach Abb. 7.14. Die Säulenhöhe repräsentiert den Approximationsfehler. Von 
einer Codierung mit einem 0 Bit Codebuch (γ=0) und einer Luminanztransformation 1. Ordnung 
(λ=1) wurde der Codierungsaufwand sukzessive erhöht. Die niedrigsten gestrichelten Balken 
repräsentieren die Approximationsfehler einer Codierung mit einem geometrischen Codebuch 
von 11 Bit (γ=1) und einer Luminanztransformation 4. Ordnung (λ=4).  

 
Abb. 7.12. zeigt die Verteilungsfunktion der Amplitudendichteverteilung der Approxima-
tionsfehler der unterschiedlichen fraktalen Approximationen örtlich konstanter Rate. 
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Abb.  7.12.  Verteilungsdichtefunktion der Amplitudendichteverteilung der Rangeblock-
approximationsfehler der Codierungen entsprechend Abb. 7.13. . 

Das Gradientenverfahren nutzt die in den Abb. 7.11. und 7.14. gezeigten Eigenschaften zur 
Optimierung des fraktalen Codes eines Bildes. Zwei Charakteristika der Rate-Distortion-
Funktion werden zur Codeauswahl verwendet: 

1.  Di(Ri) ist eine monoton fallende Funktion. Eine Änderung von τi(γ, λ) im Sinne einer 
Vergrößerung von γ bzw. λ führt zu einer Vergrößerung von Ri, wobei Di gleichbleibt oder 
abnimmt. 

2. Die Steigung der Funktion Di(Ri) nimmt für größer werdende Raten Ri im allgemeinen ab. 
Für sehr große Werte von Ri kann Di minimal den Wert 0 annehmen.  

Das Prinzip der Codeoptimierung nach dem Gradientenverfahren besteht darin, von einer 
Initialcodierung ausgehend, den fraktalen Code global über alle Rangeblöcke schrittweise 
möglichst effizient zu verändern. Als Initialisierung werden alle Rangeblöcke mit minimaler 
Rate und somit maximalem Approximationsfehler codiert. Für die geometrische Trans-
formation wird das 0-Bit-Codebuch entsprechend dem ersten Domainblock verwendet (γ = 1). 
Die Luminanztransformation wird als Transformation 1. Ordnung gewählt (λ = 1). Von dieser 
Initialcodierung ausgehend, wird der fraktale Code des Bildes so verändert, daß bei jedem 
Schritt die bitrateneffizienteste Verbesserung der Approximationsqualität erzielt wird. Hierzu 
wird jeweils der Blockcode τi mit dem größten negativen Gradienten der Funktion 
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Di(Ri(τi(γ, λ))) verändert. Bei jedem Iterationsschritt wird jeweils derjenige Blockcode mit 
Index i von τi zu τi neu geändert, der  
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liefert. Abb. 7.13. zeigt schematisch die Bestimmung des besten neuen Blockcodes für einen 
Rangeblock.  

 
 
Für die Änderung eines Blockcodes von τi zu τi neu wird eine Vergrößerung des geometrischen 
Codebuchs und eine Erhöhung der Ordnung der Luminanztransformation auf λ+1 zugelassen. 
Der fraktale Code des gesamten Bildes wird solange verändert, bis die gewünschte Verzerrung 
unterschritten bzw. eine vorgebbare Rate überschritten ist. 
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Abb.  7.13.  Auswahl der besten Codeänderung nach dem Gradientenverfahren, dargestellt für die möglichen 
Blockcodes eines Rangeblocks. Bildglobal wird jeweils derjenige Blockcode verbessert, für den 
sich der maximale negative Gradient der Funktion D(R) ergibt. 
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a)       b) 

   
c)       d) 

Abb.  7.14. Beispielbilder zur fraktalen Codierung mit örtlich konstanter Bitrate für geometrische und Luminanz-
transformationen unterschiedlicher Ordnungen. Die Rangeblockgröße beträgt 8 ⋅ 8 Pixel. 
a) Alle Rangeblöcke wurden mit dem ersten Domainblock codiert (0 Bit Codebuch). (Luminanztrans-
formation 1. Ordnung) Homogene Helligkeitsverläufe und einige Kantenblöcke lassen sich bereits mit 
dieser Codierung gut approximieren. b) Fraktale Codierung mit voller geometrischer Suche 
(geometrisches Codebuch der Größe 11 Bit, Luminanztransformation 1. Ordnung). Hiermit werden 
nahezu alle Kantenblöcke gut approximiert. c) FTC Codierung mit voller geometrischer Suche (Code-
buchgröße von 11 Bit, Luminanztransformation 3. Ordnung mit zwei individuell angepaßten AC-
Spektralkoeffizienten pro Rangeblock). Durch die Hinzunahme der FTC-Luminanztransformationen 
höherer Ordnungen können schließlich auch hochfrequente Strukturen besser approximiert werden.  
Bei einer Codierung mit dem Gradientenverfahren werden die Transformationsordnungen adaptiv an die 
Rangeblöcke angepaßt.  
d) Zum Vergleich: Transformationscodierung mit ebenfalls jeweils zwei angepaßten AC-Spektral-
koeffizienten pro Rangeblock.  
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Für den Codierungsalgorithmus mit dem Gradientenverfahren folgt: 

0.  Initialisierung:  
Bestimmung der besten Codebuchblöcke aller Suchklassen (γ = 1 bis γmax)  
für die Luminanztransformationen 1. und 2. Ordnung (λ = 1 und 2) für alle 
Rangeblöcke. 
Codierung aller Rangeblöcke mit  λ = 1 (1. Ordnung) und  
 γ = 1 (0 Bit Codebuch ⇔ keine geometrische Suche). 

1. Iterative Verbesserung der fraktalen Approximation: 
Bestimmung der besten Blockcode-Änderung nach Gleichung (7.4) (siehe Abb. 7.13.). 
Codierung dieses Rangeblocks mit dem neuen Blockcode.  
Wird die Ordnung der Luminanztransformation eines Rangeblocks auf λ€+ 1 erhöht,  
 dann:  Bestimmung der besten Codebuchblöcke aller Suchklassen der  
  Luminanztransformation der Ordnung λ€+ 1 für diesen Rangeblock.  

2. Abbruchkriterium: 
Überschreitet die Rate R eine vorgegebene Maximalrate oder unterschreitet die 
Verzerrung D die zu erzielende Approximationsqualität,  
 dann: ⇒ Ende   
 sonst :  ⇒ gehe zu 1. 

7.3.3. Vergleich der fraktalen Codierung mit örtlich fester und variabler Bitrate 

Die Abb. 7.15. und 7.16. vergleichen die Codierungseffizienz einer Codierung mit örtlich 
fester Rate mit den beiden im letzten Abschnitt vorgestellten Verfahren örtlich variabler Rate. 
Hierbei wurde eine feste Rangeblockgröße von 4 ⋅ 4 bzw. 8 ⋅ 8 Pixel verwendet. Als 
Luminanztransformation kam eine Transformation 1. Ordnung mit unquantisierten Para-
metern zum Einsatz. Im Fall der Codierung mit fester Rate wurde die Größe des 
geometrischen Codebuchs von einer Größe von 0 Bit in 1 Bit-Schritten bis zur maximal 
möglichen Größe – vorgegeben durch die Größe des Bildes – erhöht (! Symbole). Bei 
Vergrößerung des Codebuchs ergibt sich ein nahezu linearer Zuwachs des PSNR-Werts der 
Approximationsqualität.  

Eine verbesserte Codierungseffizienz ergibt sich mit einer Codierung mit dem 
Schwellwertkriterium, hierbei wurde jeweils zusätzlich das geometrische 0 Bit Codebuch, das 
den umschließenden Domainblock repräsentiert, verwendet. Eine Approximation mit dem 0 
Bit Codebuch wurde dann gewählt, wenn der Approximationsfehler geringer als der mittlere 



 

130 

Approximationsfehler der Codierung mit fester Rate war. Bei geringfügig verringerter 
Approximationsqualität ergibt sich eine deutlich reduzierte Rate (" Symbole).  

Eine weitere Reduktion der geometrischen Rate kann durch die Verwendung des 
Gradientenverfahrens erzielt werden. Entsprechend der Codierung mit Schwellwertkriterium 
wurde eine Codierung mit zwei Codebüchern vorgenommen. Die Auswahl der Codebücher 
der einzelnen Blockcodes erfolgte nach dem Gradientenverfahren (durchgezogene Linien). 
Ausgehend von der Codierung, bei der alle Rangeblöcke mit dem 0 Bit Codebuch 
approximiert werden, ergibt sich bei geringer Erhöhung der Rate ein sehr steiler Anstieg der 
Approximationsqualität. Für hohe Raten tritt eine Sättigung der Approximationsqualität ein. 
Der Extremfall ist dann gegeben, wenn maximale Approximationsqualität gefordert ist, in 
diesem Fall geht die Codierung in die Codierung mit fester Rate über, da für fast alle 
Rangeblöcke das größere Codebuch zur Codierung gewählt wird. Für eine niederratige 
Codierung ist es daher sinnvoll, ein möglichst großes geometrisches Codebuch zu verwenden, 
um sicherzustellen, daß sich die Rate-Distortionfunktion nicht in der Sättigung befindet.   

29

30

31

32

33

34

35

36

37

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

PSNR [dB]

bpp (Geometrie)

3/0

5/0

7/0

9/0

11/0

13/0
16/4/0

ein geometrisches Codebuch
zwei geom. Codebücher mit Suchabbruchschwelle

5

7

9

3

11

13

 

Abb.  7.15.  Vergleich der Codierungen mit fester (!) und örtlich variabler Rate für Rangeblöcke der Größe 
4 ⋅ 4 Pixel. Bei den Codierungen mit variabler Rate fand eine Bestimmung des fraktalen Codes 
mit Schwellwertkriterium (") und mit Gradientenverfahren (durchgezogene Linien  ) statt.  
Die Zahlen kennzeichnen die Größen der verwendeten geometrischen Codebücher.  
Gegenüber den Codierungen mit konstanter Rate lassen sich mit Codierungen örtlich variabler 
Rate erheblich verbesserte Codierungsergebnisse erzielen.  
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Abb.  7.16.  Vergleich der Codierungen mit fester (!) und örtlich variabler Rate für Rangeblöcke der Größe 
8 ⋅ 8 Pixel. Bei den Codierungen mit variabler Rate fand eine Bestimmung des fraktalen Codes 
mit Schwellwertkriterium (") und mit Gradientenverfahren (durchgezogene Linien   ) statt.  
Die Zahlen kennzeichnen die Größen der verwendeten geometrischen Codebücher.  

Werden noch weitere Codebücher unterschiedlicher Größe verwendet, so sind mehr 
Nebeninformationen zu übertragen, jedoch kann eine bessere Blockcodeauswahl über einen 
sehr großen Bereich der Rate erfolgen. Dargestellt ist eine weitere Codierung mit drei 
geometrischen Codebüchern (0, 4 und 14 Bit), mit der über den gesamten Bereich die besten 
Codierungsergebnisse erzielt werden.  

Untersuchungen ergaben, daß sich die besten Codierungsergebnisse bei Verwendung von 
drei bis vier geometrischen Codebüchern erzielen lassen. Aufgrund der adaptiven 
Codebestimmung mit dem Gradientenverfahren ist die Wahl der Größen der geometrischen 
Codebücher unkritisch. Gute Codierungsergebnisse ergeben sich, wenn der Bereich von der 
minimalen bis zur maximalen Codebuchgröße möglichst gleichmäßig abgedeckt ist. So sind 
bei einer Verwendung von vier Codebüchern und einer maximalen geometrischen Codebuch-
größe von 15 Bit beispielsweise Codebücher der Größen 0, 5, 10 und 15 Bit sinnvoll. 

In Abb. 7.17. findet sich ein Vergleich der Codierungen mit quantisierten Luminanz-
transformationsparametern bei zusätzlicher Verwendung der fraktalen Transformations-
codierung variabler Ordnung. Durch die zusätzliche adaptive Verwendung der Luminanz-
transformationen höherer Ordnungen läßt sich die Codierungseffizienz nochmals steigern.  



 

132 

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

PSNR [dB]

bpp

(A) ein geometrisches Codebuch
(B) drei geom. Codebücher (Gradientenverfahren)

(C) drei geom. Codebücher + FTC (Gradientenverfahren)

4 4

4 4

4 4

8 8

8 8

8 8

.

.

.

.

.

.

 

Abb.  7.17.  Vergleich der Codierungen mit fester und örtlich variabler Rate mit quantisierten Luminanz-
transformationsparametern. Einer Codierung mit fester geometrischer Codebuchgröße und 
einer Luminanztransformation 1. Ordnung (A) ist eine Codierung, die eine Codeauswahl mit 
dem Gradientenverfahren vornimmt (B), gegenübergestellt. Die besten Codierungsergebnisse 
lassen sich durch eine zusätzliche Verwendung von Luminanztransformationen höherer 
Ordnungen nach dem FTC-Verfahren (C) erzielen.  
Die Zahlen (4 ⋅ 4 bzw. 8 ⋅ 8) bezeichnen die Größe der Rangeblöcke. (Bild: "Testbild") 
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7.4. Weitere Modifikationen des fraktalen Codierungsprinzips 

In Abb. 7.18. ist ein Blockschaltbild eines fraktalen Blockcoders mit mehreren geometrischen 
Codebüchern und einer Vektorquantisierung der Luminanztransformationsparameter 
dargestellt.  
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Abb.  7.18.  Blockschaltbild eines fraktalen Coders mit adaptiver geometrischer Codierung und einer Vektor-
quantisierung der Luminanztransformation. Der Übersichtlichkeit halber ist ein Codierungsschema mit 
konstanter Rangeblockgröße dargestellt. Zum Decoder wird für jeden Rangeblock Index und Klasse 
der geometrischen Transformation und der Index des Vektorquantisierers der Luminanztransformation 
übertragen. Wird eine blockhierarchische Codierung verwendet, so ist zusätzlich die Partitionierungs-
information zu übertragen, mit der beschrieben wird, ob und wie ein Rangeblock aufgeteilt ist.  

Das nach Tiefpaßfilterung und durch Unterabtastung verkleinerte Originalbild enthält die 
Codebuchblöcke g, welche die zugelassenen geometrischen Transformationen repräsentieren. 
Für jeden Rangeblock f des zu codierenden Bildes wird eine fraktale Transformation, beste-
hend aus geometrischer (γ) und Luminanztransformation (λ) bestimmt. Hierfür wird das 
Range- Codebuchblockpaar bestimmt, das den minimalen quadratischen Approximationsfeh-
ler (e2) liefert. Die kontinuierlichen Parameter der Luminanztransformation werden vektor-
quantisiert. Zum Decoder werden der Vektorquantisiererindex der Luminanztransformation 
und der geometrische Codebuchindex übertragen. Im Fall einer adaptiven geometrischen Co-
dierung stehen mehrere geometrische Codebücher unterschiedlicher Größen zur Verfügung. 
Daher muß die Klasse des verwendeten Codebuchs als Nebeninformation übertragen werden. 
Bei einer hierarchischen Codierung mit Rangeblöcken unterschiedlicher Größen muß für die 
Rangeblöcke der oberen Hierarchiestufen eine Partitionierungsinformation mitübertragen 
werden, die beschreibt, ob und wie ein Rangeblock weiter aufgeteilt wird. 
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7.4.1. Lokale Decodierung und Parameter-Update 

Ein Problem der fraktalen Codierung ist der Fehlerzuwachs bei der Decodierung. Dieser 
Fehlerzuwachs resultiert aus der Tatsache, daß das virtuelle Codebuch des Coders ein anderes 
ist als das des Decoders. Im ersten Fall wird das Codebuch aus dem zu codierenden 
Originalbild erzeugt, beim Decoder hingegen aus dem rekonstruierten Bild.  

Aufgrund der rekursiven Decoderstruktur zieht jede Veränderung eines einzigen fraktalen 
Blockcodes eine Veränderung eines größeren Bereichs des Rekonstruktionsbildes nach sich. 
Durch eine lokale Decodierung im Coder kann das Rekonstruktionsbild des Decoders zwar 
bestimmt werden, jedoch läßt sich dieses Bild nur schwer zur gezielten Modifikation des 
fraktalen Codes nutzen. 

Eine Möglichkeit zur Vermeidung des Decodierungsfehlerzuwachses besteht in der 
wiederholten Codierung eines Bildes mit jeweiliger lokaler Decodierung. Um sicherzustellen, 
daß die Coder- und Decodercodebücher möglichst ähnlich sind, kann entweder eine lokale 
Decodierung (Bestimmung des Attraktors) durchgeführt werden oder die bestmögliche 
fraktale Approximation (die Collage) verwendet werden, um hieraus ein neues Codebuch zu 
erzeugen. Mit diesem Codebuch wird dann eine erneute Codierung durchgeführt (etc.). Dieses 
Prinzip ist in Abb. 7.19. dargestellt.  

R

T(R)
Dec 1

Dec 2
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B

eC1

eD1

eDn eCn

 

Abb.  7.19.  Verdeutlichung der wiederholten lokalen Decodierung mit jeweiliger erneuter Codierung. Der 
Fehler eC1 des codierten Bildes Τ(R) wird bei der Decodierung, der iterativen Anwendung des 
Codes Τ auf ein beliebiges Initialbild B, vergrößert (eD1). Aus dem decodierten Bild Dec 1 kann 
ein neues Codebuch erzeugt werden und eine erneute Codierung vorgenommen werden. Nach 
einigen Iterationen ist der Fehlerzuwachs bei der Decodierung vernachlässigbar. Bei Codierungen 
niedriger Qualität besteht jedoch das Problem, daß dieser Decodierungsfehler eDn den Fehler der 
ersten Decodierung eD1 überschreiten kann.  

Der Vorgang der mehrfachen Codierung mit jeweiliger Decodierung ist extrem zeitaufwendig. 
Nach mehreren Codierungen tritt jedoch kein Fehlerzuwachs mehr bei der Decodierung auf, 
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da nun die Coder- und Decodercodebücher identisch sind. Es ergibt sich andererseits 
besonders bei Codierungen mit geringer Bildqualität das Problem, daß die dann erzielte 
Bildqualität schlechter sein kann als die desjenigen Bildes, das sich bei der ersten 
Decodierung mit Fehlerzuwachs ergibt (siehe Abb. 7.19.).  

 
Zwei Möglichkeiten geringeren Rechenaufwands, die zur Reduzierung des Fehlerzuwachses 
bei der Decodierung beitragen, sind im folgenden beschrieben.  

  

a/b-Update 

Ist der fraktale Code eines Bildes bestimmt worden, so ist die bestmögliche Approximation 
des codierten Bildes bekannt. Dieses Bild kann dann verwendet werden, um eine neue 
Version des Codebuchs zu erzeugen. Mit diesem Codebuch können dann bei Beibehaltung der 
geometrischen Transformationen aktualisierte Luminanztransformationsparameter bestimmt 
werden. Hierdurch wird eine größere Übereinstimmung zwischen Coder- und Decoder-
codebuch mit nur geringem rechnerischem Mehraufwand erzielt. 

Codebuch-Update 

Eine vergleichbare Methode, mit der sich der Fehlerzuwachs bei der Decodierung weiter 
reduzieren läßt, stellt das Codebuch-Update dar. Hierbei wird während der Codierung 
fortlaufend das Codebuch aktualisiert. Das heißt nach der Codierung eines Rangeblocks 
werden aus den Domainblöcken, die den Rangeblock vollständig oder teilweise überlappen, 
neue aktualisierte Codebuchblöcke bestimmt. Während der Codierung der restlichen 
Rangeblöcke steht daher schon ein teilweise aktualisiertes Codebuch zur Verfügung. Ein 
Nachteil besteht darin, daß die ersten codierten Blöcke eines Bildes ein nicht aktualisiertes 
Codebuch verwenden, während die zuletzt codierten Blöcke aus einem nahezu vollständig 
aktualisierten Codebuch codiert werden. In der Praxis war dieser Effekt jedoch nicht 
bemerkbar. 

 
Durch die Verwendung des a/b-Updates und des Codebuch-Updates ergibt sich ein 
geringfügig verbesserter Codierungsgewinn als ohne Updateverfahren. Der Hauptvorteil 
besteht jedoch darin, daß der mittlere Fehlerzuwachs bei der Decodierung, der sonst über 
10 % liegt, auf Werte im Bereich von 1 - 4 % reduziert werden kann. 
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7.4.2. Teilblockanpassung 

Um die Gesamtzahl der fraktalen Transformationen pro Bild möglichst gering zu halten, 
werden blockhierarchische Codierungen mit Rangeblöcken unterschiedlicher Größe verwen-
det. Häufig wird hierfür die modifizierte Quadtreezerlegung verwendet (siehe Kapitel 5.2.1.). 
In einem ersten Schritt der Codierung werden Approximationen für die größten Rangeblöcke 
der obersten Hierarchieebene bestimmt. Wird dieser Rangeblock aufgespalten, weil für einen 
oder mehrere Unterblöcke eine Fehlerschwelle überschritten wurde, so wird der Code für den 
Restbereich des großen Blocks beibehalten. Der Code für diesen Teilblock ist jedoch 
suboptimal, da er für den gesamten Block bestimmt wurde. Die Gesamtzahl der 
Transformationen kann entscheidend verringert werden, wenn das Codierungsschema mit 
einer im folgenden Ablaufschema dargestellten Teilblockanpassung modifiziert wird, so daß 
sukzessive neue Codes für die Teilblöcke bestimmt werden. 

Teilblockanpassung für eine verbesserte Bestimmung der fraktalen Blockcodes bei einer 
modifizierte Quadtreeaufteilung: 

1. Bestimmung der besten fraktalen Transformation eines großen Rangeblocks. 
2. Überprüfung der Fehlerschwellen der vier kleineren Rangeblöcke. 
 Wird die Fehlerschwelle mindestens einmal überschritten ? 

 nein: Codierung des großen Rangeblocks als ganzes, keine weitere Unterteilung. Ende. 
     ja: dann 
 3.  Ausschluß der Fläche desjenigen kleineren Rangeblocks, der den stärksten 
      Fehleranteil liefert. Dieser kleinere Rangeblock wird individuell codiert.  
 4.  Bestimmung der besten fraktalen Transformation für den großen ¾-Rangeblock. 
 5.  Überprüfung der Fehlerschwellen der drei kleineren Rangeblöcke des  
  ¾-Rangeblocks. 
  Wird die Fehlerschwelle mindestens einmal überschritten ?  

        nein: Codierung des großen Rangeblocks als ¾-Rangeblock. Ende. 
  ja: dann 
  6.  Ausschluß der Fläche desjenigen kleineren Rangeblocks, der den stärksten 
       Fehleranteil liefert. Dieser kleinere Rangeblock wird individuell codiert.  
  7.  Bestimmung der besten Transformation für den großen ½-Rangeblock. 
  8.  Überprüfung der Fehlerschwellen der zwei kleineren Rangeblöcke. 
   Wird die Fehlerschwelle mindestens einmal überschritten ?  
         nein: Codierung des großen Rangeblocks als ½-Rangeblock. Ende. 
   ja: dann vollständige Aufteilung des großen Rangeblocks. Ende. 
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Abb. 7.20. zeigt das Approximationsprinzip bei Neubestimmung des fraktalen Codes für die 
Teilblockanpassung bei der Verwendung der modifizierten Quadtree-Partitionierung. 
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Abb.  7.20. Blockhierarchische Codierung ohne (unten links) und mit Teilblockanpassung (unten rechts). Für 
einen Rangeblock einer höheren Hierarchiestufe wird ein fraktaler Code τ bestimmt. Wird auf der 
nächsten Hierarchieebene für zwei oder mehr Rangeblöcke eine Fehlerschwelle es überschritten, so 
wird der große Rangeblock vollständig aufgeteilt und vier neue Transformationen für die kleineren 
Rangeblöcke bestimmt. Bei einer Teilblockanpassung wird die Fläche des Rangeblocks mit dem 
größten Approximationsfehler von der Approximation ausgeschlossen und eine neue fraktale 
Transformation τ' für den Restblock bestimmt. Durch eine Teilblockanpassung wird die Gesamtzahl 
der Transformationen verringert und die Approximationsqualität der Teilblöcke verbessert. 

Durch die Verwendung der Teilblockanpassung ergibt sich eine verbesserte Approximations-
qualität für halbe bzw. dreiviertel Blöcke, da die fraktalen Transformationsparameter optimal 
an diese Teilblöcke angepaßt werden können. Die Gesamtzahl der Transformationen wird 
verringert, weil ein Großteil der Rangeblöcke, die ohne Teilblockanpassung vollständig 
aufgeteilt worden wären, jetzt durch die bessere Approximationsqualität als halbe oder 
dreiviertel Blöcke codiert werden können.  

Zur Bestimmung der optimalen Transformationsparameter müssen die Mittelwerte, 
Varianzen und Covarianzen der nicht quadratischen Teilblöcke berechnet werden. Für 
Luminanztransformationen im Frequenzbereich stellt dies ein Problem dar, da die 
Transformationsbasen nur für quadratische Blöcke definiert sind. Eine Möglichkeit dieses 
Problem zu umgehen, stellt die Shape-Adaptive-DCT dar, mit der beliebige Blockformen 
transformationscodiert werden können [SIKORA, MAKAI 1995]. 

7.4.3. Nachbehandlung decodierter Bilder 

Bedingt durch das blockorientierte fraktale Codierungsprinzip entstehen besonders bei hohen 
Kompressionsraten bei der Decodierung blockartige Artefakte im Rekonstruktionsbild. Im 



 

138 

Vergleich zur Transformationscodierung sind diese Blockeffekte reduziert. Dies liegt darin 
begründet, daß bei der niederratigen fraktalen Codierung die hochfrequenten Spektralanteile 
eines Blocks nicht explizit zu Null gesetzt werden, wie es bei der Transformationscodierung 
durch eine grobe Quantisierung geschieht.  

Die Blockeffekte lassen sich durch eine Nachbehandlung des Rekonstruktionsbildes 
reduzieren. Die größten visuellen und objektiven Qualitätsverbesserungen ergaben sich durch 
eine adaptive Nachfilterung des decodierten Bildes, wobei die Filterung nur auf diejenigen 
Pixel angewendet wurde, die zum Randbereich eines Rangeblocks gehörten.  

In Anlehnung an [FROMM 1988] wurde mittels eines Sobel-Kantenerkennungsoperators die 
Information über örtliche Kantenstrukturen im Rekonstruktionsbild gewonnen. Bei geringer 
Kantenaktivität wurde eine zweidimensionale Tiefpaßfilterung zur Glättung der 
Blockstrukturen durchgeführt. Wurde eine Kante starker Aktivität detektiert, so wurde davon 
ausgegangen, daß eine Kante vorlag, die nicht aus der Blockstruktur der Rangeblock-
partitionierung resultierte. In diesem Fall wurde eine eindimensionale Tiefpaßfilterung 
parallel zur Kantenrichtung durchgeführt. Hierbei kamen folgende Tiefpaßfilter zum Einsatz: 
 
zweidimensionales Filter:  
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eindimensionales Filter:  

 ( )H z z z z z= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅+ + − −0 036 0 282 0 564 0 282 0 0362 1 1 2, , , , ,  (7.6) 

Die Nachbehandlung der Rekonstruktionsbilder ist nur bei niederratigen Codierungen bei 
Raten von weniger als 0,2 Bit/Pixel sinnvoll. Hierbei ergeben sich Qualitätsverbesserung bis 
zu 0,3 dB [PSNR]. Bei Rekonstruktionsbildern höherer Raten ist eine Nachfilterung nicht 
sinnvoll. Zum einen sind die Blockeffekte deutlich schwächer ausgeprägt, weiterhin ergibt 
sich durch die Nachfilterung qualitativ hochwertiger Rekonstruktionsbilder eine subjektive 
wie objektive Verschlechterung der Bildqualität. 
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8. Vergleiche von Codierungsverfahren 

In diesem Kapitel werden die im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Codierungsverfahren mit 
anderen aus der Literatur bekannten Codern in Bezug gesetzt. Da es sich um extrem 
niederratige Codierungen handelt, werden nur Verfahren mit örtlich variabler Bitrate 
verglichen. Zum einen wird ein Vergleich mit anderen fraktalen Codern gegeben. Ein zweiter 
Teil vergleicht die Ergebnisse in Bezug zu nicht fraktalen Codierungsalgorithmen wie der 
Transformationscodierung (dem JPEG Standard) und der Waveletcodierung. 

 
 
 

Von der Vielzahl der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten fraktalen Codierverfahren 
werden exemplarisch zwei Verfahren mit anderen Codierungsverfahren verglichen. Hierbei 
stellt ein blockhierarchischer fraktaler Coder mit drei Hierarchieebenen die Weiter-
entwicklung der klassischen fraktalen Codierung im Ortsbereich dar. Als Beispiel eines 
Coders mit fraktaler Approximation im Frequenzbereich sind die Ergebnisse eines FTC-
Coders mit konstanter Blockgröße dargestellt. Abbildungen der Originalbilder und 
ausgewählter Rekonstruktionsbilder sind in Kapitel 8.3. zu finden. 

 
 
Blockhierarchische fraktale Codierung mit Approximation im Ortsbereich (FH 32, FH 16) 
Dieser Coder arbeitet mit drei Hierarchieebenen. Qualitativ hochwertige Codierungen 
verwenden Rangeblöcke der Größen 16 ⋅ 16, 8 ⋅ 8 und 4 ⋅ 4 Pixel (FH 16), die 
Rangeblockgrößen für höhere Kompressionsfaktoren betragen 32 ⋅ 32, 16 ⋅ 16 und 8 ⋅ 8 Pixel 
(FH 32). Durch die Verwendung geometrischer Codebücher unterschiedlicher Größen und 
einer Codierung mit Schwellwertkriterium wird eine örtlich variable Bitrate im Bild erzielt. 
Für die höheren Hierarchieebenen wird über den Approximationsfehler auf der Ebene der 
kleinsten Rangeblöcke entschieden, ob ein größerer Rangeblock in kleinere Rangeblöcke 
aufgespalten wird. Überschreitet dieser Fehler einen Schwellwert, so werden neue fraktale 
Blockcodes für die Rangeblöcke der nächstniedrigeren Hierarchieebene bestimmt. Auf der 
Hierarchieebene der kleinsten Rangeblöcke ist der gleiche Schwellwert das Abbruchkriterium 
für die geometrische Suche, d. h. hierüber wird entschieden, welches geometrische Codebuch 
verwendet wird. Für die Rangeblöcke der höheren Hierarchieebenen wird in allen Fällen eine 
Codierung mit dem größeren geometrischen Codebuch durchgeführt. Abhängig von der 
Position des gewählten Codebuchblocks kann dieser jedoch mit der Klasse des kleineren 
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Codebuchs codiert werden. Für die Rangeblöcke der untersten Hierarchieebene werden bei 
den großen geometrischen Codebüchern zusätzlich acht Isometrien (Iso = 3 Bit) verwendet.  
Die Coderparameter für die blockhierarchische fraktale Codierung mit Approximation im 
Ortsbereich sind in der folgenden Tabelle aufgelistet. 

Tabelle 8.1.  Coderparameter der blockhierarchischen fraktalen Codierung (FH 32 bzw. FH 16) 

Hierarchieebene 
(Rangeblockgrößen [Pixel]) 

geometrische Codebuchgrößen   
[Bit]  

Luminanzcodebuchgröße 
[Bit] 

1: (32 ⋅ 32) bzw.  (16 ⋅ 16)  3 6   8 

2: (16 ⋅ 16) bzw.  (8 ⋅ 8)  3 6   7 

3: (8 ⋅ 8)  bzw.  (4 ⋅ 4) 0 3 6  6 + 3(Iso) 13 + 3(Iso) 6 

 

Fraktale Codierung mit Approximation im Frequenzbereich (FTC) 
Dieser fraktale Transformationscoder entsprechend Kapitel 6.4.2. verwendet Rangeblöcke 
konstanter Größe. Für nieder- bis mittelratige Codierungen beträgt die Größe der Rangeblöcke 
16⋅16 Pixel, bei Codierungen höherer Qualität werden kleinere Rangeblock der Größe 8 ⋅ 8 
Pixel verwendet. Die Adaption des Codierungsaufwandes für die fraktale Transformation an 
die Rangeblockkomplexität erfolgt mit dem in Kapitel 7.3.2. beschriebenen Gradienten-
verfahren. Die folgende Tabelle zeigt die weiteren Coderparameter. 

Tabelle 8.2.  Coderparameter der fraktalen Transformationscodierung (FTC) 

Rangeblockgröße 
[Pixel] 

geometrische Codebuchgrößen   
[Bit]  

Luminanzcodebuchgröße 
(für λ 1. Ordnung) [Bit] 

(16 ⋅ 16)   bzw. (8 ⋅ 8)  0 4 8 14  8 

8.1. Vergleich mit anderen fraktalen Codierungsverfahren 

Den beiden in Rahmen dieser Arbeit entwickelten Verfahren wurden fraktale Codern aus der 
Literatur gegenübergestellt. Hierbei wurden fraktale Coder mit Quadtree- und HV-
Partitionierung nach [FISHER 1994] untersucht. Weiterhin wurden kommerzielle fraktale 
Bildkompressionsprogramme des Unternehmens "Iterated Systems" verglichen. 
Fraktale Codierung mit Quadtreepartitionierung (Quadtree) 
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Dieser Coder entspricht weitestgehend dem in Kapitel 4.1.3. beschriebenen fraktalen Coder 
nach Jacquin. In Gegensatz zu Jacquins Coder, der nur zwei Hierarchieebenen mit 
Rangeblöcken der Größe 8 ⋅ 8 und 4 ⋅ 4 Pixel verwendet, sind bei diesem fraktalen 
Quadtreecoder mehr Hierarchieebenen mit größeren Rangeblöcken möglich. Dieser Coder 
verwendet die konventionelle Luminanztransformation mit einer individuellen gleichförmigen 
Quantisierung der Luminanztransformationsparameter. 
 
Fraktale Codierung mit HV-Partitionierung (HV) 
Dieser in Kapitel 5.2.2. beschriebene fraktale Coder mit rechteckigen Rangeblöcken 
beliebiger Größe erzielt im Vergleich zum fraktalen Quadtreecoder einen vergrößerten 
Codierungsgewinn, da die Größe und die Positionen der Rangeblöcke besser an den Inhalt des 
zu codierenden Bildes angepaßt werden können. Hierdurch wird die Gesamtzahl der fraktalen 
Blocktransformationen reduziert. Die Quantisierung der Luminanztransformation entspricht 
dem fraktalen Quadtreecoder. Dieser Coder wurde zum Vergleich herangezogen, da er die 
besten Codierungsergebnisse der aus der Literatur bekannten fraktalen Coder erzielt.  

Als ein weiteres Beispiel eines Coders mit nicht quadratischer Rangeblockpartitionierung 
ist weiterhin ein Rekonstruktionsbild einer fraktalen Codierung mit Delaunay-Triangulierung 
nach [DAVOINE] dargestellt (TRI). 

 
Kommerzielle fraktale Codierungsprogramme von "Iterated Systems" (FIFA und FIFB) 
Diese kommerziellen Kompressionsprogramme ("Images Incorporated" Version 3.1 (FIFA) 
und Version 4.0 (FIFB)) wurden mit in den Vergleich der fraktalen Coder aufgenommen, da 
sie weit verbreitet sind und aus dem Unternehmen M. F. Barnsleys stammen, der die fraktale 
Bildcodierung wesentlich initiiert hat. Über die Funktionsweise dieser fraktalen Coder ist 
nichts bekannt. Beide Coder zeichnen sich einerseits durch relativ schlechte objektive 
Codierungsergebnisse (PSNR-Werte) aus, andererseits ist die visuelle Qualität der 
Rekonstruktionsbilder zufriedenstellend bis gut. Dies läßt die Annahme zu, daß bei der 
Codierung die fraktalen Approximationen nicht nach dem kleinsten quadratischen Fehler, 
sondern einem visuellen Abstandsmaß optimiert wurden. Weiterhin scheint eine aufwendige 
Nachbearbeitung des Rekonstruktionsbildes zur Unterdrückung der Codierungsartefakte 
durchgeführt zu werden. 

Vergleich der Ergebnisse 
In den Abb. 8.1. und 8.2. sind die Codierungsergebnisse der im Rahmen dieser Arbeit 
entwickelten Coder dem fraktalen Quadtreecoder und dem HV-Coder für die Bilder "Boats" 
und "Lena" gegenübergestellt. Hierbei werden die PSNR-Werte über einen sehr großen 
Kompressionsbereich (Kompressionsfaktor 10 bis 160 = 0,8 bis 0,05 Bit/Pixel) verglichen. 
Für den blockhierarchischen fraktalen Coder mit Approximation im Ortsbereich (FH 32 bzw. 
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FH 16) ergeben sich im Vergleich zum fraktalen Quadtreecoder deutlich verbesserte 
Codierungsergebnisse (1,5 bis 2 dB erhöhte PSNR-Werte bei gleicher Rate). Dieser 
Codierungsgewinn resultiert aus den in den letzten Kapiteln beschrieben Modifikationen des 
fraktalen Codierungsprinzips. Wesentliche Punkte hierbei sind: Der aliasfreie Codebuch-
entwurf, die Rangeblock-relative, adaptive Wahl der geometrischen Codebuchgrößen mittels 
Schwellwertkriterium, eine effizientere Quantisierung der Luminanztransformationsparameter 
durch den Einsatz einer Vektorquantisierung, eine verbesserte fraktale Approximationen 
durch die Teilblockanpassung und das Codebuch-Update. Im Vergleich zum HV-Coder 
ergeben sich nur leicht verbesserte Codierungsgewinne (0 bis 0,4 dB), da der HV-Coder eine 
bessere Adaptation der Rangeblockgrößen erlaubt. 

Eine weitere Erhöhung des Codierungsgewinns um 0,4 bis 1,5 dB ist mit dem FTC-Coder 
möglich, da hier eine entropiereduzierte Auswahl des fraktalen Codes bei gleichzeitiger Aus-
nutzung der Intra- und Interblockredundanz möglich ist. Weiterhin erlaubt der FTC-Coder 
eine verbesserte Approximation von solchen Bildstrukturen, die fraktal nicht oder nur schwer 
zu codieren sind. Vom visuellen Eindruck zeichnen sich die FTC-codierten Bilder durch ver-
ringerte Block- und Stufeneffekte (bei diagonalen Linien) sowie größere Detailtreue aus. 
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Abb.  8.1.  Vergleich der Codierungsergebnisse unterschiedlicher fraktaler Coder für das Bild "Boat".  
Die im Anhang dargestellten Rekonstruktionsbilder sind durch ein Plus (+) gekennzeichnet. 
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Abb.  8.2.  Vergleich der Codierungsergebnisse unterschiedlicher fraktaler Coder für das Bild "Lena". 
Die im Anhang dargestellten Rekonstruktionsbilder sind durch ein Plus (+) gekennzeichnet. 

8.2. Vergleich mit nicht fraktalen Codierungsverfahren 

"JPEG-Standard" der Joint Photographic Experts Group (JPEG / IJPEG) 
Der JPEG-Standard stellt den ersten internationalen Standard für schwarzweiße und farbige 
Festbilder dar. Für die verlustbehaftete Codierung wird am häufigsten der sogenannte 
"Baseline"-Modus verwendet. Dieses entspricht einer adaptiven Transformationscodierung 
mit einer 2D-DCT bei einer festen Blockgröße von 8 ⋅ 8 Pixeln. Für die Wechselanteil-
koeffizienten wird eine lineare Quantisierung verwendet. Nach einer Zickzackreihenfolge 
werden die Lauflängen und die Quantisiererindizes gemeinsam mit einem Code variabler 
Länge verlustfrei codiert. Eine ausführliche Beschreibung des JPEG Standards findet sich 
unter anderem in [WALLACE 1991]. Neben den Codierungsergebnissen des Baseline-Modus 
(JPEG) werden ebenfalls die Ergebnisse eines JPEG Coders mit optimierter 
Entropiecodierung dargestellt (Improved JPEG = IJPEG). Bei niederratigen Codierungen12 
ergibt sich hierdurch eine deutlich erhöhte Codierungseffizienz.  

                                                 
12  Bei dem folgenden Vergleich der Ergebnisse ist zu beachten, daß das JPEG-Verfahren nur für 
 Kompressionenfaktoren bis ca. 40 entwickelt wurde. 
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"Extended embedded zerotree wavelet coding" bzw. "Vector-Tree Compression" 
(EEZW / EEZWA) 
Die Wavelettransformationen entsprechen zweikanaligen Filterbänken in Baumstruktur. Die 
Effizienz der Waveletcodierung entsteht durch die starke Energiekonzentration auf wenige 
Waveletkoeffizienten. Da sich zum gegenwärtigen Zeitpunkt mit dem Extended Embedded 
Zerotree Wavelet Coder (EEZW) nach [SAID und PEARLMAN 1995] die größten Codierungs-
gewinne für Festbilder erzielen lassen, wurde dieser Coder mit in den Vergleich der 
Codierungsergebnisse aufgenommen. Dieser Coder stellt eine Weiterentwicklung des 
Embedded Zerotree Wavelet Coders (EZW) nach [SHAPIRO 1993] dar. Eine Steigerung der 
Codierungseffizienz im Vergleich zur EZW-Codierung wird dadurch erzielt, daß die 
Waveletkoeffizienten entsprechend ihrer Energie sortiert werden, wodurch eine optimale Bit-
zuordnung auf die Koeffizienten und eine effiziente Übertragung ermöglicht wird. Die 
Reihenfolge der Koeffizienten muß nicht vollständig getrennt als Nebeninformation 
mitübertragen werden, da der Decoder implizit aus der Partitionierungsvorschrift des 
Waveletbaums die Reihenfolge rekonstruieren kann. Bei der Partitionierung des Wavelet-
baums wird – wie bei der fraktalen Codierung – eine Ähnlichkeit zwischen unterschiedlichen 
Skalen berücksichtigt. 

Zwei Versionen dieses Coders wurden zum Vergleich herangezogen. Neben dem 
Standardverfahren dieses Coders (EEZW) wird ein weiterer Coder, der eine zusätzliche 
adaptive arithmetische Codierung des Codes verwendet (EEZWA), untersucht. 

Vergleich der Ergebnisse 
Die Abb. 8.3. und 8.19. stellen die mit dem JPEG- und dem Extended Embedded Zerotree 
Wavelet Coder erzielten PSNR-Werte denen des FTC-Coders gegenüber.  

Im Vergleich zum JPEG-Verfahren mit optimierter Entropiecodierung (IJPEG) ergeben 
sich über den gesamten Kompressionsbereich mit dem FTC-Verfahren ca. 1,0 bis 1,5 dB 
verbesserte Codierungsergebnisse. Im Vergleich zum Baseline-Modus (JPEG) steigt der 
Codierungsgewinn des FTC-Verfahrens um weitere 0,2 bis 1,5 dB. Bei gleichem PSNR 
zeichnen sich die FTC-codierten Bilder durch einen visuell besseren Eindruck aus, was vor 
allem aus den verringerten Blockeffekten resultiert.  

Für den Waveletcoder ohne arithmetische Codierung (EEZW) liegen die Codierungs-
ergebnisse für das Bild "Boat" im gleichen Bereich wie der FTC-Coder (-0,4 bis 0,4 dB 
Differenz), für das Bild "Lena" hingegen ergibt sich ein Codierungsgewinn von 0 bis 0,7 dB. 
Durch die zusätzliche arithmetische Codierung sind die Codierungsergebnisse des Wavelet-
coders (EEZWA) um ca. 1 dB besser als die des FTC-Coders. Besonders bei sehr hohen 
Kompressionsfaktoren zeichnen sich die FTC-codierten Bilder – trotz des objektiv 
schlechteren PSNR-Werts – durch schärfere Kanten aus. 
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Abb.  8.3.  Vergleich der Codierungsergebnisse für das Bild "Boat".  
Die im Anhang dargestellten Rekonstruktionsbilder sind durch ein Plus (+) gekennzeichnet. 
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Abb.  8.4.  Vergleich der Codierungsergebnisse für das Bild "Lena". 
Die im Anhang dargestellten Rekonstruktionsbilder sind durch ein Plus (+) gekennzeichnet. 
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8.3. Darstellung codierter Bilder  

Abb. 8.5. zeigt die Ausschnitte der Originalbilder "Lena" und "Boat", von denen auf den 
folgenden Seiten die Rekonstruktions- und Differenzbilder entsprechend den Ergebnissen der 
Abb. 8.1. bis 8.19. dargestellt sind. Diejenigen Bilder, die mit Codern entstanden sind, die im 
Rahmen dieser Arbeit entwickelten wurden, sind auf den folgenden Seiten jeweils in der 
obersten Zeile abgebildet.  

 

         

     

Abb.  8.5. Ausschnitte der Originalbilder "Lena" und "Boat", von denen im folgenden die 
Rekonstruktionsbilder der unterschiedlichen Coder dargestellt sind. 
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a)      b) 

     
c)      d) 

     
e)      f) 

Abb.  8.6. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Lena" bei 0,2 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 40). 
a) b) FTC,     c) d) EEZWA,     e) f) IJPEG 
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a)      b) 

     
c)      d) 

     
e)      f) 

Abb.  8.7. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Lena" bei 0,1 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 80). 
a) b) FTC,     c) d) EEZWA,    e) f) IJPEG 
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a)      b) 

     
c)      d)  

Abb.  8.8. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Lena" bei 0,073 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 110). 
a) b) FH 32,    c) d) FIFA    
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a)      b) 

     
c)      d) 

 
Abb.  8.9. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Lena" bei 0,05 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 160). 

a) b) FTC,     c) d) EEZWA     
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a)      b) 

     
c)      d) 

     
e)      f) 

Abb.  8.10. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Lena" bei 0,2 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 40). 
a) b) FTC,     c) d) EEZWA,     e) f) IJPEG 
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a)      b) 

     
c)      d) 

     
e)      f) 

Abb.  8.11. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Lena" bei 0,1 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 80). 
a) b) FTC,     c) d) EEZWA,     e) f) IJPEG 



 

153 

     
a)      b) 

     
c)      d) 

 
Abb.  8.12. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Lena" bei 0,073 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 110). 

a) b) FH 32,    c) d) FIFA    
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a)      b) 

     
c)      d) 

 
Abb.  8.13. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Lena" bei 0,05 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 160). 

a) b) FTC,     c) d) EEZWA   



 

155 

     
a)      b) 

     
c)      d) 

     
e)      f) 

Abb.  8.14. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Boat" bei 0,4 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 20). 
a) b) FTC,     c) d) EEZWA,     e) f) IJPEG 
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a)      b) 

     
c)      d) 

     
e)      f) 

Abb.  8.15. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Boat" bei 0,2 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 40). 
a) b) FTC,     c) d) EEZWA,     e) f) IJPEG 
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a)      b) 

     
c)      d) 

 
Abb.  8.16. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Boat" für unterschiedliche fraktale Coder bei  

0,16 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 50). 
a) b) FH 32,    c) d) FIFA 
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a)      b) 

     
c)      d) 

     
e)      f) 

Abb.  8.17. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Boat" für unterschiedliche fraktale Coder (Kompressions-
faktor 57). a) b) FTC 0,14 Bit/Pixel,  c) d) HV 0,137 Bit/Pixel, e) f) TRI 0,14 Bit/Pixel   
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a)      b) 

     
c)      d) 

     
e)      f) 

Abb.  8.18. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Boat" bei 0,1 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 80). 
a) b) FTC,     c) d) EEZWA,     e) f) IJPEG     
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a)      b) 

     
c)      d) 

 
Abb.  8.19. Rekonstruktions- und Differenzbilder "Boat" bei 0,05 Bit/Pixel (Kompressionsfaktor 160). 

a) b) FTC,     c) d) EEZWA 
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9. Zusammenfassung und Ausblick 

Dieses Kapitel faßt die wesentlichen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammen. Ein 
Ausblick nennt die – bereits zum jetzigen Zeitpunkt evidenten – Verbesserungsmöglichkeiten 
und versucht darüber hinaus, sinnvolle Ansatzpunkte für weitere Forschungsaktivitäten 
aufzuzeigen. 

 
 

Diese Arbeit hatte eine grundlegende Untersuchung und Weiterentwicklung der block-
orientierten fraktalen Bildcodierung zum Thema. Aus der Analyse der Einzelkomponenten 
eines fraktalen Bildcodierungssystems ergaben sich Modifikationen und Erweiterungen. 
Durch die Kombination mit anderen klassischen Codierungstechniken, wie der Vektor-
quantisierung und der Transformationscodierung entstanden neue Codierungsprinzipien, 
welche die Vorteile der einzelnen Verfahren vereinigen.  

 
Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit seien kurz dargestellt: 

•  Beim Entwurf des virtuellen Codebuchs ergeben sich mit einem örtlichen Verkleinerungs-
verhältnis von 2:1 die besten Codierungsergebnisse. Dieser Verkleinerungsfaktor stellt den 
bestmöglichen Kompromiß aus einer möglichst guten fraktalen Approximationsqualität 
einerseits und einem möglichst geringen Decodierungsfehlerzuwachs andererseits dar. Für 
das vor der Unterabtastung verwendete Tiefpaßfilter sind Antialiasing-Filter mit einer 
Grenzfrequenz unterhalb π/2 besser geeignet als die üblicherweise verwendeten 
Mittelwertfilter. 

•  Bei einer Untersuchung der zur Codierung verwendeten Domainblockpositionen ergibt sich 
eine starke Abhängigkeit von der Position der Rangeblöcke. Dies kann für eine 
Rangeblock-relative Adressierung zur Reduktion der geometrischen Codebuchgröße 
genutzt werden. Bei der Verwendung von quadratischen Rangeblöcken ergeben sich mit 
quadratischen, nicht gedrehten Domainblöcken die besten Codierungsergebnisse. Erst bei 
sehr großen Codebüchern ist der Einsatz von anderen Domainblockformen und Isometrien 
sinnvoll. 

•  Die Approximationsqualität und das Konvergenzverhalten der von konventionellen 
fraktalen Codern verwendeten Luminanztransformation 1. Ordnung ist in vielen Fällen 
unzureichend. Durch eine Dekorrelation der Transformationsparameter wird die Approxi-
mationsqualität und das Konvergenzverhalten verbessert. Für schwer zu codierende Blöcke 
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zeigt sich, daß eine Erweiterung der Luminanztransformation zu höheren Ordnungen 
sinnvoller als die Verwendung von kleineren Rangeblockgrößen ist.  

•  Durch die Vereinigung der fraktalen Codierung mit der Transformationscodierung ergibt 
sich ein neues Codierungsprinzip: die fraktale Transformationscodierung (FTC). Mit ihr 
wird es möglich, Intra- und Interblock-Redundanzen eines Bildes zur Codierung zu nutzen. 
Die hierdurch erzielbaren Codierungsgewinne sind höher als die der Transformations-
codierung sowie der fraktalen Codierung jeweils für sich. 

•  Eine fraktale Codierung mit gleichzeitiger Entropieminimierung wird möglich, indem die 
Größe des geometrischen Codebuchs und die Ordnung der Luminanztransformation 
adaptiv an die Rangeblöcke angepaßt werden. Es wird ein Gradientenverfahren vorgestellt, 
durch dessen Verwendung eine nahezu optimale Wahl der fraktalen Blockcodes getroffen 
wird. 

•  Der Fehlerzuwachs der fraktalen Decodierung kann durch eine lokale Decodierung, ver-
bunden mit einer Neubestimmung der fraktalen Transformationsparameter, wirkungsvoll 
reduziert werden. Hierdurch wird eine Angleichung der Coder- und Decodercodebücher 
erzielt. 

•  Der Rechenaufwand der fraktalen Codierung läßt sich verringern, indem die Range- und 
Codebuchblöcke normiert und bezüglich der Luminanztransformation orthogonalisiert 
werden. Hierdurch reduziert sich die Bestimmung der fraktalen Transformationen auf eine 
Nearest Neighbor-Suche, wofür es schnelle mathematische Algorithmen gibt. Durch die 
Erzeugung von Merkmalsvektoren geringerer Dimension aus den niederfrequenten DCT-
Spektralkoeffizienten läßt sich eine weitere Beschleunigung erzielen. 

Besonders bei niedrigen Bitraten im Bereich von 0,05 bis 0,4 Bit/Pixel konnte gezeigt werden, 
daß das FTC-Verfahren der Transformationscodierung und der fraktalen Codierung im 
Ortsbereich objektiv überlegen ist. Zusätzliche subjektive Vorteile ergeben sich durch 
verminderte Blockeffekte gegenüber der Transformationscodierung und eine erhöhte 
Detailtreue im Vergleich zu klassischen fraktalen Codierungstechniken. Selbst im Vergleich 
zu objektiv überlegenen Verfahren wie der "Extended Embedded Zerotree Wavelet 
Codierung" zeichnen sich FTC-codierten Bilder bei extrem niedrigen Bitraten durch visuell 
schärfere Objektkanten aus. 

 
Eine weitere Verbesserung der fraktalen Codierungsergebnisse ist insbesondere durch die 
Realisierung der folgenden Punkte möglich:  

•  Zur Reduktion der visuell störenden Blockeffekte und zur Erhöhung des Codierungs-
gewinns ist der Einsatz von überlappenden Blocktransformationen sinnvoll. Das FTC-
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Codierungsschema läßt sich ohne Probleme derart modifizieren, daß eine LOT (lapped 
orthogonal transform) anstelle der DCT als Transformationsbasis verwendet wird. 

•  Die fraktalen Transformationsparameter benachbarter Rangeblöcke sind korreliert. Dies 
gilt insbesondere für die Codierungsklassen und die Parameter der Luminanztrans-
formation 1. Ordnung. Dies kann genutzt werden, um die Übertragung der fraktalen 
Blocktransformationen weiter zu optimieren. Hierzu bietet sich beispielsweise eine 
gemeinsame arithmetische Codierung der Klassen jeweils mehrerer Blöcke und eine 
prädiktive Codierung der Offsetterme der Luminanztransformation an. 

Zukünftige Untersuchungen sollten sich insbesondere den folgenden Themen widmen:  

•  Die Möglichkeit der fraktalen Codierung, bildangepaßte Codebücher für Blöcke beliebiger 
Größe und Form zu erzeugen, kann für die objektorientierte Codierung genutzt werden. 
Hierbei ist zu untersuchen, inwieweit eine fraktale Codierung mit objektangepaßten 
Rangeblockformen Vorteile bringt. 

•  Alle bisherigen Ansätze verwenden ausschließlich affin-lineare Approximationsverfahren. 
Es ist zu klären, welche nicht-linearen Transformationen für die fraktale Bildcodierung 
besonders geeignet sind. 

•  Eine Erweiterung des fraktalen Codierungskonzepts auf dreidimensionale Bilddaten führt 
zur fraktalen Videocodierung. Werden neben den örtlichen auch zeitlich kontraktive Trans-
formationen verwendet, so ergibt sich eine sehr effiziente Beschreibbarkeit der 
Bewegungsparameter durch den Blockinhalt der dreidimensionalen "Rangewürfel". 
Bewegungen von Objekten können als Kantenverläufe in diesen Würfeln gesehen werden. 
Aufgrund der guten Approximationsfähigkeit der fraktalen Codierung für Kantenverläufe 
erscheint der Einsatz von fraktalen Techniken für die Videocodierung sehr erfolg-
versprechend. Eine einfache Realisierung eines dreidimensionalen fraktalen Videocoders 
wird in [BARTHEL, VOYÉ 1995] vorgestellt. 

•  Ein aussichtsreicher Weg für zukünftige Festbildcodierungsverfahren erhöhter Effizienz 
wird in der Vereinigung der fraktalen Codierung und der Waveletcodierung liegen. Durch 
die fraktale Beschreibung von höherfrequenten Wavelet-Teilbäumen durch ähnliche 
niederfrequente Teilbäume läßt sich die Ähnlichkeit zwischen unterschiedlichen 
Skalierungen eines Bildes effizient nutzen. "Nicht-fraktale" Bildinhalte können – wie in 
konventionellen Verfahren – über die Waveletkoeffizienten beschrieben werden. Ein erster 
Ansatz hierzu wird in [DAVIS 1995] beschrieben. Beste Codierungsergebnisse lassen sich 
dann erzielen, wenn geklärt werden kann, wie eine optimale Auswahl der fraktalen und der 
Wavelet-Anteile zur Bildcodierung zu treffen ist. 
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Anhang 

A.1. Nomenklatur und Abkürzungen 

AC Wechselanteil 
ADV Amplitudendichteverteilung 
bpp Bit pro Pixel 
CB Codebuch 
DC Gleichanteil 
DCT diskrete Cosinus-Transformation 
EZW Embedded Zerotree Wavelet 
EEZW Extended Embedded Zerotree Wavelet 
ECVQ entropy constrained VQ 
FB, FBC Fraktale Blockcodierung 
FIR Filter mit begrenzter Impulsantwort (Finite Impulse Response) 
FTC fraktale Transformationscodierung  
HV horizontal/vertikal Partitionierung 

fraktales Codierungsschema mit rechteckigen Blöcken 
IFS  Iterierte Funktionensysteme 
JPEG Joint Photographic Experts Group  

(Standard der Festbildcodierung auf Transformationscodierungsbasis) 
LDS Leistungsdichtespektrum 
MSE mittlerer quadratischer Fehler 
PCM Pulscodemodulation 
PSNR Peak SNR 
SNR Signal to Noise Ratio 
TC Transformationscodierung 
UVLC Universal Variable Length Coding 
VQ Vektorquantisierung 
  
### Verkleinerung, affine Abbildung 
Ω normierte Abtastfrequenz 
###g Grenzfrequenz 
ε kleiner Wert 
γ geometrische Transformation 
Λ Luminanztransformation im Frequenzbereich 
λ Luminanztransformation im Ortsbereich 
µ Blockmittelwert 
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σ2 Varianz 
τ Transformation, fraktaler Blockcode 
  
a Skalierungsfaktor 
b  Luminanzoffset 
d Abstand, Differenz, Metrik 
d Anzahl der zu bestimmenden nächsten Nachbarn 
d   Domainblockgröße 
d Domainblock 
∆d Domainblockabstand 
dx, dy  geometrische Abstände 
e2 mittlerer quadratischer Approximationsfehler 
$f   Rangeblockapproximation 

f  Rangeblock 
F, Fl Rangeblockspektrum, Koeffizient des Rangeblockspektrums 
Fi Verteilungsfunktion 
g  Codebuchblock 
G, Gl Codebuchblockspektrum, Koeffizient 
H Entropie 
H Hausdorff-Raum 
h Hausdorff-Metrik 
I Codebuchgröße 
k Dimension des Merkmalsraums 
M, N  Bildgröße bzw. Blockgröße 
m, n Ortskoordinaten (diskret) 
p Wahrscheinlichkeit 
R digitales Bild 
R Region gemeinsam fraktal approximierter Spektralkoeffizienten 
R, Rγ , Rλ Bitrate, geometrische Rate, Luminanzrate 
s Kontraktivitätsfaktor 
Τ fraktaler Code eines Bildes 
X (metrischer) Raum 
rx  Vektor (x,y,z)T 

x, y  Ortskoordinaten (kontinuierlich) 
Z Menge der ganzen Zahlen 
z Luminanzwert 
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A.3. Bildmaterial 

Die Ergebnisse der in dieser Arbeit entwickelten Coder sind für die Bilder "Lena" und "Boat" 
im 8. Kapitel dargestellt worden. Trainingsfolgen zur Erzeugung der Codebücher der 
Vektorquantisierer der Luminanztransformationsparameter wurden mit den Bildern Tree, 
"Pond", "Boy", "Girl", "Couple", "Face" und "Lake" erzeugt. 

Viele Ergebnisse dieser Arbeit sind für das Bild "Testbild" angegeben. Dieses Bild enthält 
Ausschnitte der Bilder "Boats", "Tree", "Lake" und "Lena"; es ist in der folgenden Abbildung 
dargestellt. 

 

Abb. A3.1. Dieses "Testbild" wurde  für viele in dieser Arbeit dargestellten Versuche verwendet. 
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